Тема 7. Основы теории циклических кодов.

Циклические коды являются подклассом линейных кодов, удовлетворяющие дополнительному структурному требованию. В силу этого требования поиск хороших помехоустойчивых кодов оказался наиболее продуктивным. При этом в качестве математического аппарата используется теория полей Галуа. Вне класса циклических кодов теория полей Галуа не столь эффективна.


Важность циклических кодов обусловлена также тем, что заложенные в основу их построения идеи теории конечных полей приводят к процедурам кодирования и декодирования, эффективным как с алгоритмической, так и вычислительной точек зрения.

7.1. Полиномиальное представление линейных кодов. Арифметика полиномов.


При рассмотрении линейных кодов, как правило, используется его описание в виде 
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. Однако, возможно и альтернативное представление кодов в виде полиномов. Формально каждому вектору длины 
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в котором коэффициенты 
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 полинома отождествляются с компонентами кодового вектора (для 
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–ичного кода – с элементами поля 
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 (а точнее ее степень) служит лишь для указания позиции того или иного кодового символа. Так, например, полином 
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 соответствует двоичному кодовому вектору 
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, у которого на 0, 2, 5 и 7-й позициях стоят единицы, а на остальных – нули: 
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. (При полиномиальном представлении кодов удобнее производить нумерацию элементов слова с нуля, а не с единицы.)


Введем основные правила арифметических действий с формальными полиномами, коэффициенты которого принадлежат полю 
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 (подобные полиномы обычно называют полиномами над 
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Суммой двух полиномов 
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 называется многочлен, определяемый соотношением:
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Пример 7.1.1. Пусть 
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где учтено, что коэффициенты полиномов принадлежат 
[image: image23.wmf])

2

(

GF

.


Умножение полинома 
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Установив операции сложения полиномов и умножения полинома на скаляр, можно сказать, что множество полиномов 
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 кодовых слов обладает структурой векторного пространства и для него справедливы утверждения:


– если 
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Рассмотрим некоторые определения, связанные с полиномиальным представлением кодовых слов. Пусть имеется многочлен 
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Приведенным (или нормированным) полиномом называется полином, старший коэффициент которого 
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Нулевым многочленом называется многочлен 
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Степенью ненулевого полинома 
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 называется наибольшая степень формальной переменной 
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 при ненулевом коэффициенте 
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Важную роль при полиномиальном описании кодов играет операция умножения полиномов, которая не определена для векторного пространства. Считая, что для формальных полиномов выполняется обычный дистрибутивный закон и что 
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, произведение полиномов задается соотношением, ничем не отличающимся от обычного произведения полиномов, изучаемого в школьной алгебре.


Если 
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В выражении для коэффициентов 
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 (определяющихся, кстати, как свертка последовательностей коэффициентов сомножителей) значения 
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 считаются равными нулю, если их подстрочный индекс не принадлежит соответствующим допустимым областям: 
[image: image51.wmf]}

,

,

1

,

0

{

m

t

K

Î

, 
[image: image52.wmf]}

,

,

1

,

0

{

l

t

i

K

Î

-

. Кроме того, 
[image: image53.wmf])

(

deg

)

(

deg

))

(

)

(

deg(

z

b

z

a

z

b

z

a

+

=

.


Пример 7.1.2. Произведение полиномов, приведенных в примере 7.1.1, дает следующий результат:
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В современной алгебре структура, отличающаяся от поля только отсутствием обратимости ненулевых элементов, т.е. отсутствием операции деления, называется кольцом. Очевидно, что множество полиномов над полем 
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 образуют кольцо. Другим, более известным примером кольца является множество целых чисел. Однако в кольце целых чисел операция умножения порождает еще одну, называемую делением с остатком. Возьмем некоторое положительное целое число 
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 называется частным от деления, 
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 – делимым, а 
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 – делителем. Поскольку в кольце полиномов определена операция умножения, то, поступая аналогично, можно ввести операцию деления полиномов с остатком. Однако, для полиномов сравнение в терминах «больше–меньше» невозможно, поэтому для получения остатка сравниваются степени полиномов. Возьмем полином 
[image: image66.wmf])

(

z

d

 и представим произвольный полином 
[image: image67.wmf])

(

z

a

 как



[image: image68.wmf])

(

deg

)

(

deg

),

(

)

(

)

(

)

(

z

d

z

r

z

r

z

d

z

q

z

a

<

+

=

.
(7.2)

В соотношении (7.2), возможном для любых 
[image: image69.wmf])

(

z

a

 и 
[image: image70.wmf])

(

z

d

, назовем полиномы 
[image: image71.wmf])

(

z

a

, 
[image: image72.wmf])

(

z

d

, 
[image: image73.wmf])

(

z

q

 и 
[image: image74.wmf])

(

z

r

 делимым, делителем, частным и остатком соответственно. Операция деления полиномов в соответствие с (7.2) известна под названием алгоритма Евклида. Определение частного и остатка от деления полиномов осуществляется «в столбик», как и при делении целых чисел.


Пример 7.1.3. Произведем деление с остатком полинома 
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. Процедура деления и полученные результаты приведены ниже.
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В обсуждаемой далее теории циклических кодов особая роль принадлежит остатку от деления, который часто называют вычетом многочлена 
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которая символизирует, что полиномы 
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Если в (7.2) 
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Определение 7.1.1. Полином, который не может быть разложен на множители меньшей степени, называется неприводимым.


Так, например, полином 
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 является неприводимым. Не делимые ни одним ненулевым полиномом меньшей степени неприводимые полиномы играют такую же роль в кольце полиномов, что и простые числа в кольце целых чисел.


Определение 7.1.2. Наибольшим общим делителем двух полиномов 
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Определение 7.1.3. Наименьшим общим кратным двух полиномов 
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Если наибольший общий делитель двух полиномов равен единицы, т.е. 
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7.2. Определение циклического кода. Порождающий и проверочный полином.


Определение 7.2.1. Линейный блоковый код 
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 длины 
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 называется циклическим, если наряду с любым своим кодовым словом 
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 этого слова. Иными словами, циклический код содержит все циклические сдвиги всех своих кодовых слов.

Лемма 7.2.1. Пусть некоторому слову 
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 циклического кода 
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 будет соответствовать полином 
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Доказательство: Добавим и вычтем 
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Откуда непосредственно следует утверждение леммы 7.2.1.


На основании леммы 7.2.1. не составляет труда показать, что 
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Лемма 7.2.2. Если 
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Отсюда на основании леммы 7.2.2, ясно, что каждое слагаемое последнего выражения является кодовым полиномом, отвечающим некоторому циклическому сдвигу исходного слова 
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Теорема 7.2.1. Любой кодовый полином 
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Доказательство: Предположим противное, т.е. что существует некоторый кодовый многочлен, который представим в виде
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Таким образом, любой кодовый полином циклического кода 
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в котором 
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Порождающий многочлен 
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Теорема 7.2.2. Порождающий многочлен 
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Доказательство: Из леммы 7.2.2 следует, что вычет из произведения 
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и значит, как кодовый полином, делится без остатка на 
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Пример 7.2.1. Для двоичных кодов длины 
[image: image189.wmf]7

=

n

 в качестве порождающих многочленов могут выступать только сомножители бинома 
[image: image190.wmf].

1

1

7

7

+

=

-

z

z

 Легко убедиться, что


[image: image191.wmf])

1

)(

1

)(

1

(

1

2

3

3

7

+

+

+

+

+

=

+

z

z

z

z

z

z

,

где все множители – неприводимые над 
[image: image192.wmf])

2

(

GF

 многочлены. Следовательно, порождающими 
[image: image193.wmf])

,

7

(

k

 код многочленами могут быть либо множители приведенного бинома, либо их произведение. Отсюда, возможными парами чисел 
[image: image194.wmf])

,

(

r

k

, т.е. возможным числом информационных и проверочных символов, могут быть следующие: (6,1), (4,3), (3,4) и (1,6).

Определение 7.2.3. Полином 
[image: image195.wmf])

(

z

h

, получаемый как результат деления бинома 
[image: image196.wmf]1

-

n

z

 на порождающий многочлен 
[image: image197.wmf])

(

z

g

, называется проверочным многочленом.


Следовательно,



[image: image198.wmf])

(

)

(

1

z

h

z

g

z

n

=

-

.
(7.5)

Роль данного полинома в теории циклических кодов подчеркивает следующая теорема.


Теорема 7.2.3. Произведение любого кодового полинома 
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Доказательство: Согласно (7.4), любой кодовый полином циклического кода может быть представлен как
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откуда непосредственно следует утверждение теоремы.


Пример 7.2.2. Выбрав в примере 7.2.1 в качестве порождающего многочлена
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в соответствии с (7.5) находим, что проверочным является многочлен вида
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7.3. Систематический циклический код.


Построение кодового полинома путем перемножения информационного и порождающего полиномов приводит к не систематическому кодовому слову, в котором отсутствует явное разделение информационных и проверочных символов.


Пример 7.3.1. Возьмем, как и в примере 7.2.2, в качестве порождающего (7,4) двоичный код длины 7 полином 
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а соответствующее ему слово будет (1000110). Очевидно, что оно представлено не в систематическом виде, поскольку не содержит в начале (или конце) слова последовательность информационных символов.


Для того чтобы прийти к систематической форме кодового слова необходимо осуществить некоторое согласование между информационным и кодовым полиномами. Пусть 
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что эквивалентно сдвигу информационного слова на 
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или, в развернутом виде
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Пример 7.3.2. Для условий примера 7.3.1 построим кодовый полином в систематической форме согласно (7.6). В этом случае 
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Тогда систематический кодовый полином 
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7.4. Порождающая и проверочная матрица циклического кода.


Определение циклического кода с помощью порождающего или проверочного полинома не исчерпывает всех вариантов его задания. Как и любой линейный код циклический может быть определен с помощью порождающей и проверочной матрицы. Что касается порождающей матрицы, то ее структура очевидным образом следует из систематической формы представления кодовых полиномов. Рассмотрим 
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На втором шаге осуществляется вычисление остатков 
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где 
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Пример 7.4.1. Найдем порождающую матрицу (7,4) циклического кода с порождающим полиномом 
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Если необходимость построения систематического кода отсутствует, то порождающая матрица 
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 может быть построена непосредственно по порождающему полиному 
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Аналогично, проверочная матрица несистематического кода может быть прямо построена по проверочному полиному 
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7.5. Циклические кодеры.


Все рассмотренные ранее методы кодирования и декодирования могут быть использованы и для циклических кодов, учитывая их линейность. Вместе с тем свойство цикличности предоставляет дополнительные возможности в плане уменьшения сложности построения кодера, особенно в случае его аппаратной реализации. Если допустимо формирование кода в не систематической форме, то схема кодирования особенно проста. Любой кодовый полином 
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Рассмотрим теперь работу кодера, реализующего систематическое двоичное кодирование. Согласно алгоритму (7.6), наиболее трудоемкой операцией является нахождение остатка 
[image: image298.wmf])

(

z

r

 от деления произведения 
[image: image299.wmf]k

n

n

k

n

k

k

n

z

a

z

a

z

a

z

a

z

-

-

-

-

-

-

+

+

+

=

0

2

2

1

1

)

(

K

 на порождающий полином 
[image: image300.wmf])

(

z

g

. Для удобства обозначения используем краткую форму записи порождающего полинома 
[image: image301.wmf]0

1

1

)

(

g

z

g

z

z

g

r

r

r

+

+

+

=

-

-

K

, выделив в ней старшую степень 
[image: image302.wmf]z

:


[image: image303.wmf].

...

)

(

~

),

(

~

)

(

0

2

2

1

1

g

z

g

z

g

z

g

z

g

z

z

g

r

r

r

r

r

+

+

+

=

+

=

-

-

-

-


[image: image429.wmf].

1

)

1

)(

1

(

)

(

)

(

,

1

)

(

3

6

3

2

4

2

3

2

+

+

=

+

+

+

+

=

Þ

=

+

=

z

z

z

z

z

z

z

a

z

z

r

z

z

q


Операция деления может быть реализована в виде итеративной процедуры. Введем в рассмотрение скаляр 
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Задав начальные значения в виде 
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После 
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 шагов итерации в 
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Элементами структуры регистра являются ячейки памяти, сумматоры по модулю 2 и перемножители. Информационные символы 
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Пример 7.5.1. Кодер (7,4) циклического кода из примера 7.4.1, реализующий алгоритм кодирования (7.8), изображен на рис. 7.3. Таблица, представленная там же, содержит значения информационных символов, состояние регистра и выходные символы. Легко проверить, что для одного и того же информационного полинома 
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 результат кодирования либо с помощью кодера (правая колонка таблицы), либо при помощи порождающей матрицы примера 7.4.1 будет одинаковым.

7.6. Синдромное декодирование циклических кодов.


Поскольку любой полином циклического кода (и только он) делится на порождающий полином, т.е. дает нулевой остаток от деления, то синдромное декодирование циклических кодов может быть организовано с ориентацией на данное свойство. Пусть 
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 – полином наблюдения, коэффициентами которого являются элементы вектора наблюдения 
[image: image359.wmf])

,

,

,

(

1

1

0

-

=

n

y

y

y

K

Y
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где, в свою очередь, 
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 – полином ошибок.


Назовем синдромным полиномом 
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 (или полиномом синдрома) остаток от деления полинома наблюдения 
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. Из (7.9) очевидным образом следует, что синдром 
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 определяется только полиномом 
[image: image368.wmf])

(

z

e

. Поскольку 
[image: image369.wmf]k

n

z

s

-

<

)

(

deg

, то возможны 
[image: image370.wmf]k

n

-

2

 различных полиномов 
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, тогда как число векторов ошибки – 
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. Это означает, что вновь существует 
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 смежных классов полиномов ошибки с одинаковыми синдромами и в каждом классе имеется свой лидер (полином ошибки минимального веса). Следовательно, синдромное декодирование циклических кодов может быть реализовано в три этапа:


1. Производится вычисление полинома синдрома 
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2. По вычисленному полиному 
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 находится лидер смежного класса, а, значит, оценивается возможный полином ошибки 
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3. Вычитая только что найденную оценку 
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 из полинома наблюдения 
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, получаем декодированное значение кодового полинома 
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Совершенно очевидно, что данная процедура аналогична приведенной в параграфе 6.9, только описанная на языке полиномов. Поскольку вычисление синдрома связано с нахождением остатка от деления полиномов, то реализация этой операции может быть осуществлена на основе регистра сдвига, использованного при циклическом кодировании, только с незначительной модификацией (см. рис. 7.4).

Первоначально ключ 
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. Затем коэффициенты этого остатка выводятся из регистра и складываются по модулю два с элементами 
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, образуя на выходе коэффициенты синдромного полинома, начинающиеся коэффициентом старшей степени.


Пример 7.6.1. Для (7,4) кода примера 7.4.1 вычислитель синдрома реализуется структурой, изображенной на рис. 7.5, где приведена и таблица состояний. Пусть вектор наблюдения представим в виде 
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что подтверждает пример 7.5.1.

В заключении отметим, что учет цикличности облегчает аппаратурную реализацию декодеров (например, декодер Мэггита и др.). Однако в настоящее время подобный подход является не столь популярным, как несколько десятилетий ранее.

7.7. Мажоритарное декодирование циклических кодов.


Рассмотрение простейших примеров циклических кодов демонстрирует определенную сложность аппаратной реализации схем циклических декодеров, которая стремительно увеличивается с ростом длины кода n и кратностью исправляемых ошибок t. Данная тенденция стимулировала поиски других, более экономичных методов декодирования циклических кодов с большими значениями n и t. Одним из таких методов является мажоритарное декодирование.

Суть мажоритарного декодирования состоит в том, что для каждого информационного символа кодового слова могут быть найдены несколько различных оценок. Решение о значении символа принимается по большинству значений, даваемых указанными оценками, т.е. по мажоритарному принципу. Основой для получения различных оценок одного и того информационного символа кодовой комбинации служат соотношения, устанавливающие связь между информационными и проверочными символами, которые определяются проверочной матрицей 
[image: image399.wmf]H

.


Пример 7.7.1. Для рассмотренного в примере 7.4.1 (7,4) циклического кода проверочная матрица имеет вид
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Тогда с учетом принятого порядка индексации символов систематического кодового слова


[image: image401.wmf]=

+

+

+

+

+

+

+

+

=

-

-

-

-

-

+

-

-

-

-

-

0

1

1

1

0

1

1

2

2

1

1

)

(

u

z

u

z

u

z

a

z

a

z

a

z

a

z

u

k

n

k

n

k

n

k

n

n

k

n

k

K

K



[image: image402.wmf]0

1

1

1

0

1

1

2

2

1

1

b

z

b

z

b

z

a

z

a

z

a

z

a

k

n

k

n

k

n

k

n

n

k

n

k

+

+

+

+

+

+

+

+

=

-

-

-

-

-

+

-

-

-

-

-

K

K


или
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получаем следующие соотношения для проверочных символов
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Откуда для символа 
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 могут быть построены следующие соотношения, связывающие его с другими кодовыми символами

[image: image406.wmf],

,

,

,

0

2

1

3

1

1

0

3

2

1

2

3

2

0

0

3

a

b

b

a

a

b

b

a

a

a

b

a

a

a

b

a

+

+

=

+

+

=

+

+

=

+

+

=


причем последние два равенства получены в результате сложения 1–го и 2–го, а также 2–го и 3–го исходных соотношений.

На основании этих выражений в декодере можно сформировать следующие 5 оценок символа 
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(7.10)
где 
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 – принятая комбинация символов.


Очевидно, что при отсутствии ошибок в принятой комбинации все оценки будут одинаковы и совпадут с истинным значением оцениваемого символа. При наличии ошибок оценки, содержащие нечетное число искаженных символов, окажутся неправильными (искаженными). Однако, если число правильных оценок будет больше числа неправильных, то мажоритарный принцип принятия решения позволит определить истинное значение символа даже при наличии ошибок, т.е. исправить их.


Различают независимые (разделенные) и зависимые (связанные) оценки. Независимыми или разделенными называют оценки, когда любой символ принятой комбинации входит не более чем в одну из них. В противном случае оценки называются связанными. Они характеризуются коэффициентом связности 
[image: image410.wmf]l

, который равен максимальному числу оценок, содержащих одинаковые символы. Например, для оценок примера 7.7.1 коэффициент связности 
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, поскольку символ 
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 входит в две оценки.


Очевидно, что ошибка кратности t в худшем случае может исказить 
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 оценок. Для правильного решения о принятом символе необходимо иметь неискаженными хотя бы на одну оценку больше, чем искаженных, т.е. 
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. Следовательно, для исправления ошибок кратности 
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 общее число оценок должно быть
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В случае независимых оценок минимальное их количество определится как
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Аппаратная реализация мажоритарного декодера требует затрат оборудования для получения оценок, поэтому необходимо стремиться к построению независимых оценок, однако для большинства кодов независимые оценки получить не удается. Так например, для рассмотренного в примере 7.7.1 (7,4) кода удается получить только пять оценок с 
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, позволяющих исправлять все однократные ошибки.


Оценки, аналогичные полученным для символа 
[image: image419.wmf]3
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, могут быть построены для всех символов кодовой комбинации. При этом с помощью мажоритарных элементов можно производить одновременную оценку всех символов переданной комбинации. Однако в этом случае декодер оказывается слишком сложным из-за большого числа сумматоров по модулю два и мажоритарных элементов. Для циклических кодов можно вырабатывать исправленные значения символов по очереди, производя циклический сдвиг кодовой последовательности. В этом случае при каждом сдвиге осуществляется оценка только одного текущего символа, и мажоритарный декодер оказывается, как правило, проще циклического.
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Пример 7.7.2. Для кода, рассмотренного в примере 7.7.1, мажоритарный декодер состоит из сдвигающего регистра, сумматоров по модулю 2, используемых для получения оценок, порогового (мажоритарного элемента), схемы «И» и входной схемы «ИЛИ» (см. рис. 7.6). Оценки вырабатываются в соответствии с соотношениями (7.10) за исключением второй, замененной на тривиальную 
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. Подобная замена не увеличивает коэффициента связности, а, следовательно, и необходимого количества оценок, но позволяет уменьшить объем оборудования декодера.


Мажоритарное декодирование циклического кода осуществляется в два этапа. На первом этапе (значение команды управления равно 0) производится прием кодовой комбинации и запись ее в сдвигающий регистр. После 7-го такта приема (в первом такте исправления) в регистре записана вся принятая комбинация (распределение символов принятой комбинации по ячейкам регистра показано на рис. 7.6), а на вход порогового элемента подаются оценки 
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. С выхода порогового элемента снимается значение текущего символа кодовой комбинации, совпадающее со значением большинства оценок.

На втором этапе (этапе исправления) значение команды управления равно единице. В первом такте исправленное значение символа через схемы «И» и «ИЛИ» поступает в первую ячейку регистра и записывается в нее на втором такте, а остальные символы принятой комбинации сдвигаются в сторону старших разрядов, так что на месте 
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 во втором такте будет записано значение 
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. Одновременно исправленное значение символа 
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 подается на выход. В это время на входы порогового элемента поступают оценки символа 
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. В третьем такте с выхода ПЭ исправленное значение 
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 записывается в первую ячейку регистра, а остальные символы сдвигаются вправо и т.д. до полного прохождения всей кодовой комбинации.


Следует отметить, что в процессе выработки оценок бывают ситуации, когда число искаженных оценок оказывается меньше (t, что объясняется тем, что искаженные символы входят только в одну, а не 
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 оценок. Указанное обстоятельство в некоторых случаях позволяет исправлять ошибки кратности большей, чем 
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, что является одним из достоинств мажоритарного декодера.
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