Тема 3. Математическое описание канала связи. Взаимная информация
и условная энтропия. Информационная емкость канала связи.


Ядро теории информации составляют теоремы, формулирующие условия, при которых в принципе возможна сколь угодно достоверная передача сообщений по каналам связи с помехами. В этом разделе вводятся и интерпретируются многие ключевые понятия и соотношения, необходимые для доказательства названных теорем. Подчеркнем особо, что фигурирующий далее термин «кодирование для канала», хотя и обозначает прежнюю процедуру сопоставления сообщениям некоторых кодовых слов, подразумевает целевую установку, отличную от обсуждавшейся в предыдущем разделе, – теперь задачей является не экономное представление сообщений, а достижение высокой помехоустойчивости передачи информации по зашумленному каналу. Если кодирование источника предполагает устранение избыточности, то кодирование для канала связано с преднамеренным введением определенной избыточности в передаваемые сигналы.
3.1. Модели канала связи.


Будем полагать, что кодер источника эффективно устраняет избыточность последнего и выдает независимые и равновероятные слова, причем пары источник сообщений(кодер источника и декодер источника(получатель можно рассматривать как некоторые новые источник и получатель. Тогда роль кодера сводится к такому отображению слов источника (иначе говоря, сообщений) в кодовые слова для канала, которое позволяет действенно нейтрализовать влияние помех в канале.


На основании представленной модели СПИ (см. рис. В.2), канал связи можно определить как совокупность устройств, обеспечивающих передачу сообщений (сигналов) между любыми двумя точками, лежащими по разные стороны среды распространения. В зависимости от положения точек, а, следовательно, и вида входных и выходных сигналов, канал связи может оказаться непрерывным, дискретным или дискретно-непрерывным, причем указанная классификация осуществима как по временному признаку, так и по состояниям входных и выходных сигналов.


Канал называется дискретным по времени, если входные и выходные сигналы доступны для наблюдения только в дискретные моменты времени. Если же входные и выходные сигналы наблюдаются непрерывно, канал называется непрерывным по времени. Канал называется дискретным по состоянию, если входные и выходные сигналы принадлежат дискретным множествам. Если же сигналы принимают значения из континуального множества, канал называется непрерывным по состоянию. Канал можно назвать дискретно-непрерывным, если один из сигналов (входной или выходной) дискретный, а другой – непрерывный.


Для теории информации физическая природа сигналов и шумов несущественна, поэтому, как и при кодировании источников, сигналы на входе и выходе канала будут рассматриваться как элементы некоторых абстрактных множеств. Начнем с рассмотрения дискретных по времени и состоянию каналов.


Пусть на вход канала поступает последовательность сообщений 
[image: image1.wmf])
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 принадлежат некоторому множеству (алфавиту) X мощности L. Тогда множество 
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 всех последовательностей 
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 имеет мощность 
[image: image5.wmf]n

L

. На выходе канала наблюдается последовательность 
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, принадлежащая множеству 
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, причем мощность выходного алфавита 
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 в общем случае может и не совпадать с мощностью входного
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.


Для полного задания канала недостаточно описания входных и выходных сигналов – необходимо и статистическое описание процесса передачи сообщений. Наличие шума в канале может привести к трансформации одного и того же входного сигнала в различные выходные сигналы. Математически такие переходы описываются условными вероятностями 
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 получения на выходе последовательности 
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 при передаче последовательности 
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. Дискретный канал оказывается полностью заданным, если для любой пары последовательностей 
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 и 
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 с элементами из дискретных множеств X и Y известны переходные вероятности 
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В зависимости от свойств переходных вероятностей модели каналов допускают дальнейшую систематизацию.


Определение 3.1.1. Дискретный канал называется каналом без памяти, если
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т.е. вероятности тех или иных значений текущего выходного символа определяются лишь текущим входным и не зависят ни от прошлых, ни от будущих входных символов.


Определение 3.1.2. Дискретный канал называется стационарным, если переходные вероятности 
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 не зависят от момента начала передачи и сохраняют неизменными свои значения на протяжении всего времени передачи.


Отметим, что распределение вероятностей входных сигналов не входит в описание канала, поскольку оно определяется источником сообщений, кодером источника и кодером канала, но не самим каналом. Задание вероятностей входных последовательностей 
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 вместе с условными вероятностями 
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 позволяет рассчитать совместные вероятности входных и выходных, а вслед за тем и безусловные вероятности выходных последовательностей
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 EMBED Equation.2  [image: image21.wmf](
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Рассмотрим некоторые простейшие модели каналов связи.


Пример 3.1.1. (Двоичный канал). Множества входных и выходных сигналов двоичного канала состоят из двух элементов: 
[image: image22.wmf]}
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. Введем краткие обозначения переходных вероятностей: 
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. Наглядным является описание рассматриваемого канала графом на рис. 3.1.


Определение 3.1.3. Двоичный канал с равными вероятностями ошибочных переходов 
[image: image24.wmf])
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 называется двоичным симметричным каналом (ДСК).


Пример 3.1.2. Рассмотрим канал с двумя входными и тремя выходными состояниями, граф которого изображен на рис. 3.2. В данной модели третий выходной символ (?) отражает случай, когда канальные помехи делают входные нуль и единицу настолько мало различимыми, что выходное решающее устройство предпочитает выдать ответ «не знаю». Подобная ситуация именуется стиранием, поэтому рис. 3.2 соответствует ДСК со стиранием.


В литературе описано множество других моделей дискретных каналов: несимметричные, марковские, с пакетами ошибок и т. п.
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	Рис. 3.1
	Рис. 3.2


3.2. Взаимная информация и условная энтропия.


Пусть имеются два ансамбля 
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 с известным совместным распределением вероятностей 
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. Разумеется, последнее позволяет получить и распределения вероятностей для каждого из ансамблей
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Хотя вводимые ниже категории взаимной информации и условной энтропии в принципе не требуют отождествления 
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,

с какими-либо физическими явлениями, для наглядности удобно закрепить 
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 за входными сообщениями, а 
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– за выходными сообщениями (наблюдениями) канала. Зафиксируем некоторое наблюдение 
[image: image35.wmf]y

 и рассмотрим условную вероятность 
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 на множестве 
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. Данная вероятность называется апостериорной, говоря о предсказуемости 
[image: image38.wmf]x

 с учетом известности результата наблюдения 
[image: image39.wmf]y

(т.е. после того, как этот результат получен). Апостериорная вероятность определяет (условное) количество информации в сообщении 
[image: image40.wmf]x

 при фиксированном наблюдении 
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Разность
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между безусловным и условным количествами информации называется количеством информации в сообщении (наблюдении) 
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Поскольку для любых 
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, соотношению (3.2) можно придать следующую симметричную форму
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т. е. количество информации в сообщении 
[image: image50.wmf]y

 о сообщении 
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 равно количеству информации в сообщении 
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 о сообщении 
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. Следовательно, количество информации 
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 – симметрическая функция аргументов 
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 и 
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, и поэтому величину 
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 называют количеством взаимной информации между сообщениями 
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 и 
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 или просто взаимной информацией сообщений 
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Из (3.2) легко понять, что взаимная информация сообщений 
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 есть ни что иное, как некоторая мера их статистической зависимости. Действительно, для независимых 
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. Детерминированная же взаимно-однозначная зависимость между 
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 приведет к тому, что 
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. В отличие от обычного количества информации, взаимная информация 
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 может принимать как положительные, так и отрицательные значения. Этим отражается возможность, как возрастания 
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 произошло. Иными словами, количество информации 
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 может быть и меньшим, и большим, чем до наблюдения ( 
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Математическое ожидание случайной величины 
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называется средней взаимной информацией между ансамблем 
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 и сообщением 
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Математическое ожидание случайной величины 
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называется средней взаимной информацией между ансамблями 
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 и 
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.


Если в (3.3) усреднение 
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 осуществляется только по ансамблю 
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 фиксирован, то в (3.4) усреднение проводится и по 
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Аналогичные операции могут быть осуществлены и над условной собственной информацией 
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 относительно сообщения 
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Продолжив усреднение далее и по 
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 придем к условной энтропии ансамбля 
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Согласно (3.4) и (3.2)
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т.е. с учетом (1.3) и (3.6)
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Действуя аналогично, не составляет труда показать, что
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Последние два результата позволяют дать ясную трактовку понятию средней взаимной информации, характеризующей взаимозависимость ансамблей 
[image: image118.wmf]X

 и 
[image: image119.wmf]Y

. До того, как наблюдение некоторого сообщения 
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 оказалось доступным, неопределенность ансамбля 
[image: image121.wmf]X

, т.е. средняя информация, содержащаяся в его сообщениях, измерялась безусловной энтропией 
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 дает новые сведения о сообщениях из 
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, заменяя их безусловные вероятности условными. При этом в среднем неопределенность сообщений из 
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 после наблюдения 
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 характеризуется условной энтропией 
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 за счет наблюдения 
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 и есть та информация об 
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, которая извлекается из сообщений ансамбля 
[image: image131.wmf]Y

. В случае канала связи, как было условлено, ансамбль 
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 отвечает множеству передаваемых сообщений, а 
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 – множеству наблюдений на выходе канала. При этом 
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 оценивает в среднем неопределенность относительно того, какое из сообщений было передано, остающуюся после получения сигнала на выходе канала (т.е. наблюдения). В этом свете условная энтропия 
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 входного ансамбля относительно выходного может быть названа остаточной энтропией.


Содержание понятий средней взаимной информации и условной энтропии станет еще яснее после установления ряда их замечательных свойств.


Теорема 3.2.1. Средняя взаимная информация между сообщением и ансамблем, а также средняя взаимная информация между двумя ансамблями всегда неотрицательна:
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Доказательство. Применив к (3.3) неравенство (1.5), получаем
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что доказывает первое из неравенств (3.8). Справедливость второго следует из того, что согласно определению 
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Учитывая условия обращения логарифмического неравенства в равенство, можно заключить, что средняя взаимная информация 
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, т.е. для независимых ансамблей. Тем самым подтверждается надежность 
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 как меры информации об одном ансамбле, содержащейся в другом. Как уже отмечалось, зависимость между ансамблями 
[image: image146.wmf]X

 и 
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 означает возможность извлечения новых сведений об ансамбле 
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 из 
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, и в силу доказанного любое проявление зависимости автоматически делает среднюю взаимную информацию положительной.


Следствие 3.2.1. Условная энтропия ансамбля сообщений 
[image: image150.wmf]X

 относительно ансамбля 
[image: image151.wmf]Y

 не превосходит безусловную энтропию того же ансамбля, т. е.
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Доказательство. Из (3.7) следует 
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, что, с учетом теоремы 3.2.1, означает выполнение (3.9).


Неравенство (3.9) можно обобщить на случай произвольного числа ансамблей сообщений, например 
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Смысл этого вывода вновь легко постижим: дополнительные наблюдения могут лишь увеличивать информированность о предмете интереса (или, по меньшей мере, оставлять ее без изменений), но никогда не приведут к возрастанию неопределенности.


Следствие 3.2.2. Пусть заданы три ансамбля сообщений 
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 и 
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, причем ансамбль 
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 является отображением ансамбля 
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, т.е. 
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причем равенство имеет место при обратимом отображении, когда каждому элементу 
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 соответствует единственный элемент 
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Доказательство. Запишем разность взаимных информаций
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Раскроем выражение 
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Поскольку 
[image: image167.wmf]Z

 получается преобразованием 
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, то 
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, следовательно, с учетом (3.10)
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При обратимом преобразовании точно так же 
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 и последняя разность обращается в нуль, что и утверждалось.


Доказанное следствие весьма содержательно. Оно свидетельствует, что никакие манипуляции с результатами наблюдений из ансамбля 
[image: image173.wmf]Y

 не увеличивают осведомленности об ансамбле 
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. Иными словами, максимум информации об 
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 содержится в самих наблюдениях и любые преобразования наблюдений могут в лучшем случае лишь сохранить эту информацию, а в худшем – привести к потере какой-то ее части. Подобных потерь не будет, в частности, при взаимно однозначных (обратимых) преобразованиях наблюдений. Обратимость однако, не является необходимым условием сохранения информации и можно привести множество примеров, когда необратимые преобразования также не приводят к потере информации об интересующем наблюдателя ансамбле 
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. Так, пусть ансамбль 
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 образован из 
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 путем присоединения сообщений другого источника, не связанных с сообщениями 
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. Понятно, что преобразование 
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, заключающееся в отбрасывании посторонних для ансамбля 
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 сообщений, сохранит информацию об 
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, содержащуюся в 
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, и в преобразованном 
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.


В параграфе 1.3 была рассмотрена энтропия ансамбля, образованного двумя статистически независимыми источниками сообщений. Определив понятие условной энтропии, рассмотрим теперь энтропию совместного ансамбля, составленного из двух исходных.


Теорема 3.2.2. Пусть два ансамбля 
[image: image185.wmf]X

 и 
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рассматриваются совместно, образуя новый ансамбль 
[image: image187.wmf]}
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Доказательство. Согласно (1.3)
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откуда с учетом (1.3) и (3.6) следует первое из равенств в (3.12). Второе является лишь результатом переобозначения 
[image: image192.wmf]X

 и 
[image: image193.wmf]Y

.


Соотношение (3.12) легко обобщается на произвольное число 
[image: image194.wmf]m

 ансамблей 
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как и при 
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, трансформируется в правило аддитивности энтропии:
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В дальнейшем нам потребуются некоторые новые результаты, касающиеся источников, доказательство которых базируется на только что введенном понятии условной энтропии, и поэтому более уместно получить их здесь, чем в предыдущей главе. Вернемся к удельной энтропии (или энтропии на символ), появившейся в 2.5. Пусть имеется дискретный стационарный источник, с выхода которого поступают символы 
[image: image200.wmf])
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 длины 
[image: image202.wmf]m

, принадлежащую множеству 
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Теорема 3.2.3. Для любого дискретного стационарного источника последовательность значений 
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 сходится к некоторому пределу 
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Доказательство. Известно, что любая невозрастающая, ограниченная снизу последовательность имеет предел. Ограниченность последовательности 
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 снизу вытекает из неотрицательности энтропии. Покажем, что последовательность 
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 не возрастает. Для этого рассмотрим энтропию ансамбля 
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. Используя правило аддитивности энтропии, можно записать
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Для стационарного источника 
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Согласно (3.13) 
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откуда с учетом (3.10)
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Тогда
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Поделив обе части неравенства на 
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доказывающему справедливость теоремы 3.2.3.

3.3. Информационная емкость канала связи.

Пусть на вход канала связи поступает последовательность символов 
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. Пусть на выходе канала наблюдается некоторая последовательность 
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Назовем средней взаимной информацией между входом и выходом канала, приходящейся на один символ, величину
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Определение 3.3.1. Информационной емкостью канала называется точная верхняя грань средней взаимной информации между входом и выходом на символ
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по всем возможным значениям длин n и распределениям 
[image: image235.wmf])
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 входных последовательностей.


В обсуждаемых далее теоремах кодирования для канала ключевую роль играет константа, называемая пропускной способностью. Если скорость передачи не превышает этой величины, то, как утверждается прямыми теоремами кодирования, в принципе возможна работа со сколь угодно малой вероятностью ошибки. Смысл обратных теорем состоит в том, что при скоростях, больших пропускной способности, достижение высокой достоверности принципиально невозможно. Важнейшим является тот далее устанавливаемый факт, что для всех моделей каналов, представляющих практический интерес, введенная выше информационная емкость и есть пропускная способность.

3.4. Ошибка декодирования. Неравенство Фано.
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а вероятность правильного решения
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Две характеристики – остаточная энтропия 
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Теорема 3.4.1. (Неравенство Фано) При фиксированной вероятности ошибки [image: image249.wmf]e
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 условная (остаточная) энтропия 
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где [image: image252.wmf])
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 – энтропия двоичного ансамбля.


Доказательство. Рассмотрим разность вида
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Разобьем двойную сумму на две, отвечающие ошибочным и правильным решениям, и учтем выражения (3.17) и (3.18)
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Далее
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поскольку после изменения порядка суммирования первая сумма по 
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 при фиксированном 
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Аналогично
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Таким образом, 
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Замечание. В приложении к задачам связи [image: image267.wmf](
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 представляет собой условную энтропию ансамбля передаваемых сообщений относительно множества решений. Эта величина характеризует в среднем степень неуверенности в правильности решения о переданном сообщении, остающейся после того, как решение уже вынесено. Поэтому ранее введенное для нее наименование "остаточная энтропия" вполне естественно. В литературе [image: image268.wmf](
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 нередко фигурирует также под названием ненадежность передачи, поскольку ею измеряется количество информации, потерянной в канале из-за действия помех.


Неравенству Фано можно дать следующую полезную интерпретацию. После того как решение выдано, неопределенность относительно переданного сообщения можно разбить на две компоненты. Первая из них, связанная с правильностью или ошибочностью решения, есть неопределенность ансамбля из двух событий, имеющих вероятности [image: image269.wmf]e
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3.5. Теоремы кодирования для канала связи.

Пусть 
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 – ансамбль 
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 равновероятных сообщений источника, 
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 – ансамбль соответствующих им кодовых слов длины n, поступающих на вход канала связи с выхода кодера, 
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 – множество векторов наблюдения на выходе канала, а 
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 – ансамбль решений, которые являются результатом преобразования векторов наблюдений. Данные условия означают, что предпринята попытка передавать по каналу
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бит информации на каждый кодовый символ. Параметр R получил наименование скорость передачи или скорость кода. Именно соотношение между этим параметром кода и пропускной способностью C определяет потенциальную достоверность передачи данных по каналу. Данный факт является сущностью двух замечательных теорем Шеннона.

Теорема 3.5.1. (Обратная теорема канального кодирования). При скорости передачи R, большей информационной емкости канала связи C, никакой код не обеспечит произвольно малой вероятности ошибки декодирования, т.е. абсолютно надежной передачи сообщений.

Обратную теорему кодирования можно доказать в самой общей форме, не опираясь на какую-либо конкретную модель канала. Для этого можно воспользоваться неравенством Фано, связывающим остаточную энтропию и вероятность ошибки декодирования.


Доказательство. Пусть для передачи используется код со скоростью 
[image: image283.wmf]e

+

>

C

R

, где 
[image: image284.wmf]0

>

e

. Покажем, что при этом полная вероятность ошибочного декодирования 
[image: image285.wmf]e

p

 больше некоторой положительной константы (.


В предположении, что между сообщениями и кодовыми словами существует взаимно однозначное соответствие, на основании следствия 3.2.2 
[image: image286.wmf](

)

=

n

Y

U

I

;
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С другой стороны из (3.15) следует 
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Отсюда и из (3.19) имеем 
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Рис. 3.3.


График функции 
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 представлен на рис. 3.3, из которого видно, что при всех 
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 вероятность ошибки декодирования 
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, что и доказывает теорему.

Доказанный результат весьма многозначителен, свидетельствуя, что надежная связь при скоростях выше информационной емкости в принципе невозможна. Однако еще более важным окажется устанавливаемый ниже факт, что при скоростях, меньших информационной емкости, в принципе достижима сколь угодно высокая надежность передачи.


Теорема 3.5.2. (Прямая теорема кодирования для ДКБП.) Для дискретного канала без памяти при скоростях R, меньших информационной емкости C, всегда существует код, обеспечивающий сколь угодно малую вероятность ошибочного декодирования.


Попытки доказательства прямой теоремы кодирования для произвольного дискретного канала оказываются несостоятельными. Дело в том, что предложить для общей модели канала некоторый рецепт кодирования сообщений, который при определенных условиях 
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 обеспечивал бы снижение до нуля вероятности ошибки с ростом длины кодового слова 
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, невозможно. Взамен этого Шенноном найден оригинальный обходный путь, доказывающий прямую теорему как бы сразу для множества возможных способов кодирования. Основную идею этого метода часто называют случайным кодированием. Оказывается, что при удержании скорости R ниже информационной емкости канала средняя по всем кодам вероятность ошибки ограничена сверху экспоненциальной функцией
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где множитель 
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в показателе, называемый функцией надежности, не зависит от длины кода 
[image: image313.wmf]n

 и всегда положителен, если скорость кода ниже информационной емкости 
[image: image314.wmf]C

 канала. Величина 
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 определяется только свойствами канала и увеличивается с ростом разности информационной емкости канала и скоростью передачи. Из соотношения (3.22) очевидным образом следует, что с ростом длины кода 
[image: image316.wmf]n

 по крайней мере для некоторых лучших кодов вероятность ошибочного декодирования экспоненциально спадает и, следовательно, может быть сделана произвольно малой в обмен на увеличение длины кода.
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Верхняя граница средней вероятности ошибки 
[image: image317.wmf]e
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 (иногда называемой экспонентой случайного кодирования) является экспоненциально строгой, означая, что для лучших кодов достаточно большой длины 
[image: image318.wmf]n

 она дает очень точное приближение истинной вероятности ошибки декодирования. Следовательно, она может служить верным ориентиром, насколько хорош или плох некоторый конкретный код. Широко распространена практика сравнения вероятности ошибки декодирования подобных кодов с данной границей, чтобы оценить по достоинству характеристики кодов. Графики на рис. 3.4 демонстрируют типичную зависимость 
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 от 
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 в соответствии с соотношением (3.22), а также типичную форму функции надежности 
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 в зависимости от скорости 
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.

Прямая теорема кодирования Шеннона представляет собой типичную математическую теорему существования. Она не дает рецепта построения даже одного подобного хорошего кода. Именно теория кодирования посвящена отысканию путей практической утилизации потенциального качества передачи, провозглашаемой прямой теоремой кодирования.


Отметим, что с учетом доказанного для любых каналов обратного утверждения (теорема 3.5.1) установленный результат говорит о том, что значение информационной емкости C является порогом, превышение которого скоростью R исключает возможность передачи с произвольно высокой надежностью, тогда как условие 
[image: image323.wmf]C
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 принципиально гарантирует такую возможность. Напомним в связи с этим уже появлявшееся ранее параллельное наименование для информационной емкости – пропускная способность.

C





R





0





R1<R2<C





R2





R1





0





n





� EMBED Equation.3  ���





E(R)





Рис. 3.4.
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