Тема 2. Кодирование источника сообщений.

2.1. Основные определения и положения.

Пусть X – ансамбль, содержащий L сообщений, а 
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 – некоторое множество, состоящее из 
[image: image2.wmf])
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 элементов. Предположим, что каждое из сообщений X необходимо отобразить в некоторую последовательность элементов множества 
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 (см. рис. 2.1). Подобная задача называется кодированием сообщений (состояний) источника или коротко кодированием источника. Множество 
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 при этом называется алфавитом кода, а его отдельные элементы – кодовыми символами. Каждая из полученных последовательностей, отображающих сообщения, называется кодовым словом (кодовым вектором), а полное множество слов – кодом (источника). Будем далее полагать 
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, т.е. рассматривать двоичные коды. Обобщение результатов на случай 
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‑ичные коды) не составляет труда.


Если бы задача кодирования источника не сопровождалась никакими оговорками, ее решение носило бы тривиальный характер. Действительно, выбрав k из условия 
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, можно было бы использовать в качестве взаимно-однозначных кодовых слов различные двоичные комбинации длины k бит. Однако задача становится весьма содержательной с появлением требования экономности кодирования, понимаемого как минимизация числа кодовых символов, затрачиваемых на отображение сообщения.


Операция кодирования может осуществляться в одном из двух вариантов. При первом из них все слова имеют одинаковую длину (число символов). Такой код называется равномерным (или фиксированной длины). Если же допускаются слова разной длины, код называется неравномерным (или переменной длины). Ясно, что вариант неравномерного кодирования является более общим, так как охватывает как частность и равномерные коды.

2.2. Префиксные коды. Неравенство Крафта. Средняя длина кодового слова.


Таблица 2.1.

	X
	1-й способ
	2-й способ

	x1
	0
	0

	x2
	01
	10

	x3
	11
	110

	x4
	111
	111


Остановимся первоначально на алгоритме экономного неравномерного кодирования источника. Идея экономии числа символов при неравномерном кодировании состоит в том, что более вероятным сообщениям присваиваются короткие кодовые слова, а менее вероятным – длинные. Результатом подобной стратегии является уменьшение числа символов, затрачиваемых в среднем на каждое сообщение. Заметим, однако, что в отличии от равномерного кодирования неравномерному присуща проблема однозначной идентификации начала слов в случаях, когда источник генерирует сообщения последовательно во времени, т.е. одно за другим, как это и имеет место в абсолютном большинстве реальных систем. Поясним это простым примером.


Пример 2.2.1. Пусть имеется некоторый дискретный источник X, генерирующий за одно использование одно из 
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 сообщений. Два варианта неравномерного кодирования такого источника представлены в табл. 2.1.


При первом способе появление комбинации 00111111 возможно как результат кодирования различных последовательностей сообщений: 
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. Тем самым, однозначное декодирование невозможно, поскольку одна и та же комбинация кодовых символов может пониматься по-разному.


Простейшим путем преодоления этого затруднения является введение специального разделительного символа, который в технической литературе называют «запятой». Коды, содержащие такой специальный символ, называют «кодами с запятой». Понятно, что введение запятой означает добавление еще одного символа в кодовый алфавит, так что 
[image: image14.wmf]q

 ‑ичный код с запятой является частным случаем (q+1) ‑ичного произвольного неравномерного кода. Очевидно, грамотнее решать задачу экономного кодирования не навязыванием заранее какому-то кодовому символу роль запятой, стремясь вместо этого наилучшим образом распорядиться всем алфавитом. Поэтому далее обратимся к кодам «без запятой», не содержащим специального разделительного символа.

Пример однозначно декодируемого неравномерного кода без запятой дает последний столбец табл. 2.1. Так, последовательность кодовых символов 0011010111110 может быть воспринята только как результат кодирования последовательности сообщений 
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Неопределенность начала слов в последнем примере устраняется тем, что никакое кодовое слово не начинается с комбинации (префикса), совпадающей с другим словом.
Определение 2.2.1. Коды, в которых ни одно слово не является префиксом другого, называются префиксными кодами.
С другой стороны, среди однозначно декодируемых кодов особый интерес представляют мгновенно декодируемые. Последнее означает, что любое кодовое может быть декодировано сразу, как только появился его последний символ. Префиксные коды являются примером мгновенно декодируемых кодов.


Необходимое и достаточное условие существования префиксных кодов формулируется следующей теоремой.


Теорема 2.2.1. (Неравенство Крафта.) Пусть ансамбль источника X содержит L сообщений 
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. Тогда для существования двоичного префиксного кода с длинами слов 
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, необходимо и достаточно выполнение неравенства:
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Доказательство. Положим, не ограничивая общности, 
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. После фиксации первого слова 
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 кандидатов, для которых первое слово служит префиксом, оказываются запрещенными для выбора в качестве второго кодового слова. Аналогично, после фиксации второго слова число возможных вариантов третьего уменьшается на число слов, имеющих префиксом либо первое, либо второе слова. Поскольку второе выбрано с учетом префиксного требования, первое и второе слова одновременно не могут оказаться чьим либо префиксом, поэтому количество кандидатов на роль третьего слова равно 
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. Дойдя в этих рассуждениях до последнего слова и имея в виду, что число кандидатов на его роль должно быть не меньше одного, получим необходимое условие построения кода
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которое после деления на 
[image: image24.wmf]L
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и переноса всех слагаемых левой части, кроме первого, в правую совпадает с неравенством Крафта. Доказательство достаточности, которое проводится аналогично, оставляется читателю в качестве упражнения.


Отметим, что несколько более сложным путем можно доказать справедливость неравенства Крафта для любых однозначно декодируемых (не обязательно префиксных) кодов.


При неравномерном кодировании длина кодового слова случайна, поэтому мерой экономности кодирования может служить среднее количество символов на сообщение – средняя длина кодового слова 
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Следующие две теоремы связывают среднюю длину неравномерного кода со статистикой источника.


Теорема 2.2.2. Пусть задан ансамбль 
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 с энтропией H(X). Тогда средняя длина слова произвольного однозначно декодируемого неравномерного кода не меньше энтропии источника:
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Доказательство. Используя соотношения (1.3) и (2.2), вычислим разность


[image: image29.wmf]=

+

=

-

å

å

Î

Î

)

(

log

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

x

p

x

p

x

n

x

p

X

H

X

n

X

x

X

x
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Переходя к натуральному основанию и используя неравенство (1.5), получаем
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Поскольку 
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 (последнее в силу неравенства Крафта), то 
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 что и доказывает (2.3).


Следует отметить, что равенство в (2.3) достигается только при 
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 – целое, то указанные равенства выполняются для всех x, если их вероятности являются степенями двойки с целым отрицательным показателем.


Определение 2.2.2. Код источника, для которого средняя длина кодовых слов равна наименьшему из возможных значений, называется оптимальным.


Теорема 2.2.3. Для дискретного источника с энтропией H(X) существует неравномерный префиксный код, средняя длина кодовых слов которого подчиняется неравенству
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Для доказательства теоремы достаточно привести пример какого-либо конкретного способа кодирования, удовлетворяющего правому неравенству в (2.4), что будет сделано в параграфах 2.3 и 2.4.


Приведенные теоремы 2.2.2 и 2.2.3 представляют собой обратную и прямую теоремы кодирования элементарных сообщений источника. Прилагательное «элементарное» здесь использовано для того, чтобы отличить данный вариант кодирования от варианта, при котором в кодовые слова отображаются не отдельные сообщения, а блоки сообщений, выдаваемых источником последовательно во времени.

2.3. Код Шеннона – Фано.


Исторически первый из методов кодирования источника, подтверждающих теорему 2.2.3, был предложен в 1948-49 гг. независимо друг от друга Р.Фано и К.Шенноном. Основу построения кода Шеннона – Фано составляет процедура дихотомии, т.е. последовательного разбиения ансамбля на две части.


На первом шаге (итерации) множество X разбивается на два подмножества таким образом, чтобы суммарные вероятности каждого из них были по возможности одинаковыми и близкими к 0,5. При этом сообщениям из одного подмножества в качестве первого символа кодового слова присваивается нуль, а сообщениям из другого – единица.

На втором шаге каждое из двух подмножеств, полученных на первом этапе, рассматривается как новое множество и подвергается аналогичному разбиению, в результате чего генерируется второй символ кодового слова для каждого сообщения. Подобные итерации продолжаются шаг за шагом до исчерпания всего ансамбля, т.е. до момента, когда все подмножества будут содержать по одному сообщению.


Таблица 2.2

	
	
	Итерации
	

	X
	p(x)
	I
	II
	III
	IV
	V
	Код

	x1
	0,50
	0
	
	
	
	
	0

	x2
	0,20
	1
	0
	0
	
	
	100

	x3
	0,05
	1
	0
	1
	
	
	101

	x4
	0,15
	1
	1
	0
	
	
	110

	x5
	0,04
	1
	1
	1
	0
	0
	11100

	x6
	0,03
	1
	1
	1
	1
	0
	11110

	x7
	0,02
	1
	1
	1
	1
	1
	11111

	x8
	0,01
	1
	1
	1
	0
	1
	11101



Пример 2.3.1. Рассмотрим дискретный источник, генерирующий 8 сообщений с вероятностями, представленными в табл. 2.2. Видно, что процесс заканчивается после 5 итераций, причем варианты разбиений можно проследить по жирным разграничительным линиям и полутоновому фону. На первом шаге сообщение x1 сразу оказывается единственным элементом одного из подмножеств, поскольку его вероятность равна 0,5. Поэтому с присвоением x1 кодового символа 0 кодирование этого сообщения завершается. Естественно, первый символ всех кодовых слов, отображающих сообщения из второго подмножества, полагается равным 1. Разумеется, конкретное соответствие между упомянутыми символами и подмножествами сообщений несущественно, и с равным успехом можно приписать x1 символ 1, а остальным сообщениям – 0. Второе разбиение приводит к образованию двух подмножеств с равными суммарными вероятностями, первое из которых включает сообщения 
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. При этом в качестве второго кодового символа нуль приписывается словам первого из подмножеств, тогда как единица – словам второго. Дальнейшие действия ясны из таблицы и не нуждаются в комментарии.


Алгоритм Шеннона-Фано гарантирует соблюдение требования префиксности, так как каждое разбиение заканчивается присвоением разным подмножествам противоположных символов.


Обратимся теперь к границе (2.4) и сравним среднюю длину кодового слова с энтропией. Вычисления согласно (1.3) и (2.2) дают
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Из принципа построения кода Шеннона-Фано можно видеть, что сообщение, вероятность которого не ниже 1/2, будет закодировано на первом же шаге, сообщение с вероятностью между 1/4 и 1/2 – не позднее, чем на втором шаге и т.д. Таким образом, 
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 и средняя длина кода
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Как видно, рассматриваемый код отвечает критерию экономности, установленному теоремой 2.2.3, доказывая тем самым справедливость последней. В то же время, алгоритм Шеннона-Фано не гарантирует построения наиболее экономного кода, уступая в этом смысле обсуждаемому ниже алгоритму Хаффмена.

2.4. Коды Хаффмена


Познакомимся теперь с оптимальным в смысле данного выше определения методом кодирования источника – кодом Хаффмена. Построение данного кода базируется на ряде лемм. Пусть сообщения ансамбля 
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 занумерованы в порядке не возрастания вероятностей: 
[image: image47.wmf]).
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Лемма 2.4.1. В оптимальном двоичном коде длины слов не убывают, т.е. 
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Доказательство. Предположим что в оптимальном коде со средней длиной 
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 длины 
[image: image50.wmf]l

j

n

n

,

 j-го и l-го слов, 
[image: image51.wmf]l

j

<

, находятся в соотношении 
[image: image52.wmf]l

j

n

n

>

. Образуем новый код путем замены j-го слова l-м и наоборот. Средняя длина нового кода


[image: image53.wmf]n

x

p

x

p

n

n

n

x

p

n

x

p

n

x

p

n

x

p

n

n

n

l

j

l

j

j

l

l

j

l

l

j

j

<

-

×

-

-

=

+

+

-

-

=

¢

))

(

)

(

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

,

поскольку 
[image: image54.wmf]0
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. Это противоречит предположению об оптимальности исходного кода, тем самым, доказывая лемму.


Из леммы 2.4.1 следует, в частности, что в оптимальном коде наименее вероятному сообщению отвечает слово максимальной длины.


Лемма 2.4.2. В оптимальном двоичном префиксном коде всегда присутствуют два слова, имеющие одну и ту же максимальную длину, отвечающие двум наименее вероятным сообщениям и отличающиеся только последним символом.


Доказательство. Предположим, что в оптимальном коде содержится единственное слово наибольшей длины. Тогда, отбросив его последний символ, можно уменьшить среднюю длину кода, не нарушив префиксного свойства, что противоречит оптимальности исходного кода. Таким образом, в оптимальном коде имеется как минимум еще одно слово наибольшей длины.


Предположим далее, что имеются несколько слов одной и той же (наибольшей) длины. Пусть среди них есть одно, отличающееся от всех остальных не только последним символом. Тогда последний символ этого слова можно отбросить, не нарушив однозначности декодирования, так как после укорочения подобное слово не окажется чьим-либо префиксом. Кроме того, слова меньшей длины не могут после усечения длинного слова оказаться его префиксами, так как исходный код был префиксным. Тем самым мы вновь приходим к префиксному коду меньшей длины, что противоречит условию оптимальности исходного кода. Следовательно, в оптимальном префиксном коде для любого слова наибольшей длины найдется парное, отличающееся от первого только последним символом.

Обращаясь вновь к лемме 2.4.2, отметим, что при наличии нескольких (
[image: image55.wmf]M

) слов одинаковой наибольшей длины конкретный порядок их соответствия 
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последним (по вероятности) сообщениям не важен с точки зрения средней длины кода, так что два упомянутых выше слова всегда могут быть приписаны двум наименее вероятным сообщениям.


Пусть теперь имеется ансамбль 
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 объединением двух последних (наименее вероятных) сообщений 
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Пусть 
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 закодирован префиксным кодом 
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Лемма 2.4.3. Префиксный код U для ансамбля X оптимален тогда и только тогда, когда оптимален код 
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Доказательство. Обозначим через 
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 среднюю длину кода 
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 для ансамбля X
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[image: image85.wmf].
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Как видно, 
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 и 
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 отличаются на постоянное слагаемое 
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, а следовательно, если построен оптимальный код для ансамбля 
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, то из него легко получается оптимальный код для ансамбля X. Достаточно лишь приписать к кодовому слову 
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 символы 0 и 1 для получения кодовых слов 
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Приведенные леммы явно указывают на возможный алгоритм построения оптимального префиксного кода. Объединим два наименее вероятных сообщения исходного ансамбля в одно и перейдем к построению оптимального кода для вновь полученного "усеченного" ансамбля. Припишем при этом двум наименее вероятным сообщениям исходного ансамбля последние символы 0 и 1 соответственно. В новом ансамбле снова выделим два наименее вероятных сообщения, припишем им символы 0 и 1 соответственно и после их объединения получим очередной ансамбль, содержащий на одно сообщение меньше, чем предыдущий и т.д. Повторение подобных итераций рано или поздно приведет к ансамблю всего из двух сообщений, которым будут приписаны символы 0 и 1. Выписывая в обратном порядке один за другим все символы, сопоставленные каждому из исходных сообщений на отдельных шагах, получим все необходимые кодовые слова.


Полезно упорядочивать все сообщения по убыванию их вероятности перед началом построения кода Хаффмена. Это минимизирует разброс длин кодовых слов, не меняя, однако, средней длины кода. Следует также отметить, что в отличие от кода Шеннона–Фано, построение кодовых слов согласно алгоритму Хаффмена осуществляется в обратном порядке, т.е. от конца слова к его началу.

Алгоритм Хаффмена наглядно описывается с помощью кодового дерева, состоящего из узлов и ветвей. Каждой ветви, выходящей из данного узла, сопоставляется символ двоичного алфавита (например, верхней – символ 0, а нижней – 1). Узел, из которого не выходит ни одной ветви, называется концевым. Последовательность символов вдоль ветвей от корня дерева до сообщения дает кодовое слово, отвечающее данному сообщению. Возвращаясь к определению префиксного кода, можно видеть, что в его дереве кодовые слова могут соответствовать только концевым узлам.


Пример 2.4.1. Рассмотрим ансамбль X из примера 2.3.1. В табл. 2.3 приведены семь последовательных шагов, на каждом из которых производится образование нового ансамбля путем объединения двух наименее вероятных сообщений текущего. Этой операции соответствуют две ветви выходящие (справа налево) из узла. Около каждого узла отмечены вероятности сообщений после объединения. Так, на первой итерации должны быть объединены сообщения x7 и x8, как наименее вероятные. На второй – результат объединения на первой и событие 
[image: image93.wmf]6
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 как наименее вероятные в новом текущем ансамбле и т.д. Каждая ветвь маркирована символом 0 или 1 и кодовые слова соответствуют путям по дереву от корня к концевому узлу. К сообщению x4, например, ведет путь, маркированный последовательностью символов 11100, которая и является словом, кодирующим x4.


Таблица 2.3

	
	
	Итерации
	

	X
	p(x)
	I
	II
	III
	IV
	V
	VI
	VII
	Код

	x1
	0,50
	
	
	
	
	
	
	0
	
	0

	x2
	0,20
	
	
	
	
	
	0
	
	
	
	10

	x3
	0,15
	
	
	
	
	
	0
	
	
	
	110

	x4
	0,05
	
	
	0
	
	
	
	
	
	
	
	1
	
	11100

	
	
	
	
	
	
	0
	
	
	
	1
	0,50
	
	

	x5
	0,04
	
	
	1
	0,09
	
	
	0,30
	
	
	11101

	x6
	0,03
	
	0
	
	
	
	
	1
	
	
	
	
	11110

	x7
	0,02
	0
	
	
	1
	0,15
	
	
	
	111110

	
	
	
	
	1
	0,06
	
	
	
	
	
	
	

	x8
	0,01
	1
	0,03
	
	
	
	
	
	111111


Все кодовые слова даны в последнем столбце табл. 2.3. Два слова максимальной длины отличаются лишь в последнем символе, как и предсказывалось леммой 2.4.2. Префиксность кода очевидна в свете сделанного ранее замечания о структуре дерева для произвольного префиксного кода. Вычисление средней длины кода приводит к итогу 
[image: image94.wmf]13
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Как видно, построенный код оказался более экономным, чем в примере 2.3.1, что неудивительно, поскольку код Хаффмена является оптимальным в смысле близости к нижней границе средней длины – энтропии источника. Вместе с тем, в обоих рассмотренных примерах средняя длина кода оказалась больше нижней границы, что и ожидалось, поскольку вероятности сообщений 
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 не подчиняются условию 
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, необходимому для совпадения средней длины с H(X).

2.5. Теорема кодирования для дискретных источников без памяти 
(неравномерные коды)


Все предыдущие рассуждения проводились в предположении, что кодирование осуществлялось побуквенно: каждому элементарному сообщению 
[image: image97.wmf],
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 которое уместно также именовать буквой, сопоставлялось кодовое слово. В действительности реальный источник обычно генерирует элементарные сообщения (буквы) одно за другим последовательно во времени. Рассмотрим блок из 
[image: image98.wmf]m

 последовательных букв 
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, где верхний индекс (i), т.е. номер элемента последовательности, как и ранее, отвечает дискретному времени. Указанный блок может трактоваться как новое, укрупненное сообщение, с тем чтобы объектом кодирования служили теперь не буквы, а подобные 
[image: image100.wmf]m

-блоки. Убедимся, что при таком подходе среднюю длину неравномерного кода можно сделать сколь угодно близкой к энтропии источника.


Ограничимся анализом стационарного ДИБП, генерирующего буквы из ансамбля 
[image: image101.wmf]X

. Будем кодировать не отдельные буквы 
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 EMBED Equation.2  [image: image106.wmf]m
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. Напомним, что для стационарных дискретных источников m-мерные вероятности не зависят от временного сдвига. Кроме того, ДИБП формирует буквы независимо друг от друга, т.е. при нахождении энтропии множества 
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-блоков можно использовать свойство аддитивности.


При мощности 
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Рассмотрим последовательность 
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энтропия на букву блока длины 
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, получившей наименование удельной энтропии. Пусть 
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– длина слова, кодирующего вектор (
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-блок) 
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 – средняя длина кода при заданной длине блока букв 
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. Тогда на основании теоремы 2.2.3 существует префиксный код, для которого
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В силу аддитивности энтропии для ДИБП 
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Итогом приведенных рассуждений является следующая теорема.


Теорема 2.5.1. Кодируя достаточно длинные последовательности букв стационарного ДИБП, среднее число кодовых символов на букву источника 
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 можно сделать сколь угодно близким к значению энтропии алфавита источника 
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Теоремы 2.2.3 и 2.5.1 проливают новый свет на роль энтропии как характеристики дискретного источника. Ранее эта роль представлялась довольно абстрактной: ее значение выступало как характеристика непредсказуемости источника. Теперь же установлен строгий количественный смысл энтропии как минимально возможного числа двоичных символов, затрачиваемых на кодирование буквы источника. Как было доказано на примере неравномерного кодирования ДИБП, к этой границе всегда можно подойти сколь угодно близко, кодируя достаточно длинные блоки букв источника.

2.6. Теорема кодирования для дискретных источников без памяти
(равномерные коды)


Изящный в теоретическом отношении рецепт, даваемый теоремой 2.5.1, далеко не безупречен в прикладном отношении. Дело в том, что реальные источники чаще всего генерируют то, что было условно названо буквами, равномерно во времени, так что неравномерное кодирование букв или блоков неминуемо приведет к паузам либо, наоборот, задержкам в выдаче кодовых слов, что может существенно усложнить построение всей системы.


Этого можно избежать, если заранее ограничиться лишь равномерными кодами. Вопрос, однако, в том, откуда могут возникнуть резервы экономии в рамках кода с одинаковой длиной слов. Казалось бы, если длина всех слов равна n, для однозначного кодирования L сообщений (или букв) источника потребуется иметь n, как минимум, не меньше, чем 
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, что может весьма значительно превысить фактическую энтропию ансамбля мощности L. В рассмотренных ранее вариантах кодирования источника сближение затрат в символах кода на букву с энтропией источника как раз и обеспечивалось за счет неравномерности кода, когда часто возникающим сообщениям отвечали короткие слова, а редким – длинные. При равномерном кодировании подобный шанс отсутствует, и, тем не менее, фундаментальная роль энтропии как асимптотически достижимого предела экономности кодирования сохраняется. Механизм экономии при этом оказывается иным, основанным на отказе от непременной однозначности кодирования всех сообщений. Для его реализации все множество сообщений разбивается на два подмножества, первое из которых кодируется однозначно, тогда как сообщения из второго отображаются с нарушением однозначности, скажем, в одно и то же слово. Ясно, что сообщения из второго подмножества не восстанавливаются однозначно по кодовому слову, что означает появление ошибки декодирования, вероятность которой равна общей вероятности выдачи источником сообщений, принадлежащих второму подмножеству.

В настоящем параграфе определяются условия, при которых возможно построение высокоэффективных, равномерных кодов, т. е. кодов с малой вероятностью ошибки декодирования и количеством символов на букву источника, близким к энтропии последнего. Теоретической основой для определения упомянутых условий служит закон больших чисел.


Теорема 2.6.1. Пусть 
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Доказательство этой теоремы можно найти в любом учебнике по теории вероятностей.


Пусть стационарный ДИБП выбирает буквы из ансамбля X. Тогда количество информации, содержащееся в блоке букв 
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 – независимые одинаково распределенные случайные величины с математическим ожиданием 
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К последовательности таких случайных величин можно применить закон больших чисел (2.6), согласно которому для всех достаточно больших 
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Определение 2.6.1. Последовательности символов длины 
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Обозначим множество высоковероятных последовательностей через 
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Таким образом, последовательности сообщений на выходе ДИБП могут быть разбиты на два подмножества: 
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 обладают тем свойством, что их вероятности достаточно близки друг другу (см. (2.8)) и, как следует из (2.7), суммарная вероятность всех элементов этого множества весьма близка к единице.


Определим мощность множества 
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Как можно видеть, доля высоковероятных последовательностей в общем объеме множества 
[image: image163.wmf]m

X

 составляет



[image: image164.wmf])

)

(

(log

2

)

(

e

-

-

×

-

£

e

X

H

L

m

m

m

L

T

,
(2.9)

где учтено, что 
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. Отсюда следует, что выигрыш в длине кодового блока при равномерном кодировании обусловлен относительно малой долей высоковероятных последовательностей по сравнению с их общим числом 
[image: image167.wmf]m

L

. Требуемое же число кодовых символов на букву источника определится как


[image: image168.wmf]e

+

£

e

=

)

(

)

(

log

X

H

m

T

n

m

.


На основании приведенных рассуждений можно сформулировать следующую теорему, связывающую минимальное количество двоичных символов на сообщение источника, множество однозначно декодируемых сообщений и вероятность ошибочного декодирования.


Теорема 2.6.2. Для произвольно малых ( и ( всегда можно выбрать такую длину 
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 блока букв источника, что число 
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 двоичных символов кодового слова на букву источника не превысит значения H(X)+( и при этом вероятность ошибки декодирования будет не больше (.


Таким образом, и при равномерном кодировании энтропия сохраняет свой смысл предельного минимума числа символов кода на букву источника, к которому можно асимптотически приблизиться, удлиняя кодируемые блоки букв. Вероятность возникновения ошибки кодирования, т. е. нарушения его однозначности, можно при этом удерживать произвольно малой.


Подчеркнем, что при равновероятных и независимых символах источника все 
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 последовательностей относятся к высоковероятным и экономное кодирование с приемлемой ошибкой невозможно (см. (2.9)).


Пример 2.6.1. Обратимся к двоичному источнику с алфавитом 
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Следовательно, условие (2.7), определяющее принадлежность последовательностей к множеству 
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После приведения подобных членов это условие преобразуется к виду
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Тогда множество высоковероятных последовательностей
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состоит из таких последовательностей 
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, а их число – 247. Поскольку при равномерном кодировании только этим последовательностям сопоставляются различные кодовые слова, то для однозначного восстановления сообщения число слов должно быть не меньше 247. В результате происходит сжатие данных: источник выдает блок из 100 двоичных букв, которому кодер сопоставляет слово, содержащее лишь 47 двоичных символов.

2.7. Код Лемпеля–Зива.


Методы кодирования источника, рассмотренные в 2.3 и 2.4, базируются на точном априорном знании вероятностей всех его сообщений. На практике, однако, нередки ситуации, когда статистика источника заранее неизвестна, и для преодоления априорной неопределенности приходится оценивать вероятности сообщений непосредственно в процессе кодирования. Подобный подход лежит в основе схем словарного кодирования, для знакомства с которыми обратимся к простейшей версии популярного алгоритма Лемпеля-Зива. Указанный алгоритм не требует предварительного знания статистики кодируемых данных и состоит в формировании словаря, фразами в котором являются блоки переменной длины с выхода источника. Каждая новая запись в словарь (новая фраза) определяет последовательность символов источника, отличающуюся от ранее внесенных туда только последним символом. Она состоит из адреса префикса (т.е. уже занесенной в словарь фразы, которая идентична новой за исключением последнего символа) и обновляющего бита источника, превращающего префикс в новую фразу. Данная пара чисел в двоичной форме образует кодовое слово, отвечающее фразе в словаре. На приемной стороне декодер источника создает идентичный словарь, используя поток кодированных символов, и, тем самым, восстанавливает последовательность сообщений.


Пример 2.7.1. Пусть с выхода дискретного источника снимается двоичный поток вида

10101100001001100111001101001111001110100111110011100001100111001100111000.
Требуется закодировать информационную последовательность двоичным кодом на основе алгоритма Лемпеля–Зива с использованием словаря из 16 фраз.

Два начальных адреса в словаре отводятся алфавиту используемого кода: для двоичного кода под первым адресом значится нуль, под вторым – единица (или наоборот при условии, что порядок согласован с декодирующей стороной). Начиная кодирование, кодер заносит по третьему адресу фразу 10, поскольку это первая двухсимвольная комбинация в потоке. Соответствующее ей кодовое слово состоит из двух частей: адрес префикса в словаре (в данном случае префикс 1 находится по адресу 2) и обновляющей буквы с выхода источника, превращающей префикс в комбинацию, еще не включенную в словарь, т.е. в нашем примере 0. В результате фразе 10 сопоставляется кодовое слово (2,0), содержащееся в словаре под третьим адресом.

Закодировав первые два бита потока (10) кодер ждет появления первой комбинации, отсутствующей пока в словаре. В нашем примере таковой оказывается трехбитовая комбинация 101, следующая за началом 10. Эта фраза состоит из префикса 10, имеющегося в словаре по адресу 3, и обновляющего бита 1. Таким образом, кодовое слово имеет вид (3,1) и заносится в словарь под четвертым адресом. Последующие этапы процедуры аналогичны рассмотренным и иллюстрируются табл. 2.4. В последнем ее столбце кодовые слова представлены в двоичной форме с резервированием первых 4 бит для адреса префикса и 5-го бита для передачи обновляющего бита источника. В результате применения алгоритма Лемпеля–Зива исходный информационный поток из 74-х бит источника кодируется в последовательность из 70 двоичных символов вида

00100 00111 00110 00010 01011 01111 10000 10001 10100 10101 10110 01101 11011 11010.

В рассматриваемом примере применение алгоритма Лемпеля–Зива привело лишь к незначительному сжатию данных источника. Неэффективность кодирования связана с малой длиной потока данных. В подобных ситуациях весьма типично даже увеличение числа двоичных кодовых символов по сравнению с количеством кодируемых бит. С ростом длины потока кодируемых данных эффективность алгоритма становится все более явной, причем среднее число символов кодового слова на бит источника асимптотически приближается к удельной энтропии источника на букву, т.е. к потенциальному пределу.


Для понимания процедуры декодирования достаточно рассмотреть пример 2.7.1 в обратном порядке, т.е. начав с потока кодовых символов. Обратим внимание на то, что обсуждаемый код Лемпеля-Зива – равномерный и проблема опознавания начала слова, таким образом, не стоит. В нашем примере все слова содержат 5 двоичных символов. Декодер, приняв очередное кодовое слово, разбивает его на две части – префикс (4 бита в нашем примере), и обновляющий бит. Префикс определяет адрес уже содержащейся в словаре фразы, которая вместе с новым символом образует очередную запись, заносимую в первую свободную строку. Так, приняв первое слово 00100, декодер устанавливает, что фраза, хранящаяся по адресу 2, состоит только из одного символа 1, что соответствует тривиальной записи буквы алфавита источника. Вместе с дополнительным символом 0 формируется новая фраза – 10, заносимая в словарь в третью строку. Аналогичные действия выполняются и для последующих кодовых слов. Одновременно каждая новая фраза поступает на выход декодера, формируя поток декодированных информационных бит. Таким образом, при кодировании заполнение словаря происходит «слева направо», т.е. от фразы к кодовому слову, тогда как при декодировании словарь заполняется в обратном порядке (от кодового слова к фразе).

Подчеркнем еще раз, что словарь формируется декодером самостоятельно, т.е. его передача от кодера к декодеру не нужна. С другой стороны, при кодировании длинных потоков данных может возникнуть проблема переполнения словаря, поскольку объем последнего фиксируется заранее числом бит кодового слова. В этих случая стратегия исключения из словаря неиспользуемых или малоиспользуемых фраз и замены их новыми должна быть предварительно оговорена между кодером и декодером.

Алгоритм Лемпеля-Зива и родственные ему имеют множество модификаций и огромный диапазон приложений. Достаточно сказать, что они лежат в основе всех методов архивирования компьютерных файлов.

2.8. Обсуждение и комментарии.


Приведенный материал дает представление о роли одного из ключевых понятий теории информации – энтропии ансамбля сообщений. В применении к источнику сообщений эта характеристика говорит о «средней неожиданности» сообщений, т.е. о степени прогнозируемости поведения источника. Чем менее предсказуемы сообщения источника, т.е. чем ближе их вероятности друг к другу, тем ближе значение энтропии к максимуму, равному логарифму общего числа сообщений L. Когда поведение источника становится более предсказуемым, появляется возможность представления сообщений меньшим числом кодовых символов. Пределы возможной экономии при этом вновь устанавливаются энтропией источника.


Как отмечалось, если бы сообщения кодировались без учета их вероятностей, т.е. каждому из них отвечало бы двоичное слово фиксированной длины 
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, такое представление не учитывало бы ресурсов экономии и потому было бы избыточным. Можно ввести меру избыточности источника как разность 
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Опираясь на статистику сообщений и применяя их оптимальное кодирование, кодер реализует безызбыточное, т.е. наиболее экономное представление данных источника. Отсюда иные названия задачи кодирования источника – устранение избыточности или сжатие данных. Очевидно, чем больше разность 
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, тем больший выигрыш в средней длине кодового слова на сообщение источника может быть достигнут за счет рационального кодирования.


Если множество слов на выходе оптимального кодера источника рассматривать как некий новый ансамбль сообщений, то, очевидно, никакой избыточностью он не обладает, поскольку весь ресурс экономности кодирования уже исчерпан. Но это, в свою очередь, означает, что сообщения нового ансамбля – равновероятны. Таким образом, смысл экономного кодирования всегда состоит в выравнивании вероятностей сообщений. Просматривая, например, таблицы неравномерных кодов из примеров 2.3.1 и 2.4.1, легко убедиться, что вероятности появления в них единиц и нулей на любой позиции оказываются близкими. Для равномерных же кодов, как отмечалось, однозначно кодируемые высоковероятные сообщения автоматически имеют близкие вероятности.

Сжатие данных (кодирование источника и т.п.) является неотъемлемым компонентом современных информационных технологий. Данная процедура широко используется в разнообразных телекоммуникационных системах: сжатие речи в цифровой мобильной телефонии и цифровом вещании, сжатие изображений в цифровом телевидении, компьютерных сетях, автоматизированных комплексах управления и пр. Например, коды Хаффмена используются при сжатии изображений и передаче в стандарте JPEG (статического изображения) и MPEG (динамического изображения, мультимедиа, служб телеконференций и т.п.). Последние позволяют снизить необходимую скорость передачи до 1.5 Мбит/сек вместо десятков Мбит/сек, типичных для телевизионных стандартов.

Тем не менее, коды Хаффмена, хотя и являющиеся теоретически оптимальными, не могут служить универсальным инструментом, пригодным для любых практических приложений. Использование их наиболее эффективным образом требует точного знания статистической модели источника, т.е. вероятности появления всех сообщений. Однако, такая а приори известная подробная информация о поведении источника очень часто является недостижимой. В подобных случаях может быть применено адаптивное кодирование, основная идея которого состоит в приобретении необходимой информации непосредственно из самих сообщений источника. Кодер как–будто изучает свойства источника при наблюдении сообщении и одновременно изменяет процедуру кодирования.

Подобный принцип лежит в основе кратко затронутых в параграфе 2.7 словарных кодов, среди которых наиболее известными являются многочисленные версии процедур Лемпеля-Зива и Лемпеля-Зива-Велча, нашедшие широкое применение при упаковке файлов. Основная идея наиболее распространенных из них состоит в формировании списка («словаря») битовых комбинаций источника с целью выразить каждую впервые встретившуюся комбинацию в виде некоторой старой (т. е. уже занесенной в словарь) плюс единственный обновляющий бит. Очевидно, что собственно словарь не передается декодеру, поскольку последний восстанавливает его одновременно с приемом всего сообщения источника в виде адресов комбинаций и обновляющих бит.


Огромное разнообразие адаптивных алгоритмов компрессии данных используется при кодировании речи, в цифровом вещании, системах мобильной связи 2-го и 3-го поколений и т.п. По очевидным причинам в большинстве приложений применяется равномерное кодирование. Существуют два основных класса кодеров речи: кодеры формы сигнала и вокодеры (речевые кодеры). Кодеры первого класса инвариантны модели кодируемого процесса. Типичными примерами их могут служить различные схемы дифференциальной импульсно-кодовой модуляции (ДИКМ), утилизирующие зависимость между отсчетами процесса. Сильная зависимость между ними позволяет передавать только разность соседних отсчетов, которая характеризуется значительно меньшим динамическим диапазоном и, следовательно, требует меньшего количества бит по сравнению с непосредственно самим отсчетом. Простейшей версией кодирования формы сигнала является дельта-модуляция, при которой используется только один бит для передачи разности между последовательной парой отсчетов. Естественно, что в данной схеме кодирования частота взятия отсчетов должна быть значительно больше, чем устанавливаемая теоремой Котельникова.

Вокодеры позволяют добиться значительно большей компрессии речи. Они основываются на моделировании речевого аппарата человека с помощью фильтра, возбуждаемого некоторым случайным сигналом. В данном варианте кодированию и передаче подлежат не сами речевые отсчеты, а параметры фильтра и сигнала возбуждения.


В стандартах мобильной связи GSM и IS-95 используются вокодеры: кодер с линейным предсказанием, возбуждаемый векторной суммой (vector-sum excited linear prediction (VSELP)), и кодер с линейным предсказанием и кодовым возбуждением (code excited linear prediction (CELP)), в которых типичный или наиболее вероятный сегмент оцифрованной речи интерпретируется как отклик специального фильтра на импульсный пакет или кодовую последовательность. Единственными данными, которые в этом случае необходимо передавать, являются параметры фильтра и входной последовательности возбуждения. На приемном конце речевой декодер восстанавливает текущий кадр речи путем подачи последовательности возбуждения, полученной из принятых данных, на вход фильтра, параметры которого, также содержатся в принятых данных. Вокодеры подобного рода являются достаточно мощными, позволяя понизить требуемую скорость передачи речи с 64 кбит/сек до 8 кбит/сек и менее.
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