Раздел 2. ОСНОВЫ ТЕОРИИ ПОМЕХОУСТОЙЧИВОГО КОДИРОВАНИЯ.

Тема 5. Введение в теорию помехоустойчивого кодирования. Общие понятия и определения.

5.1. Основные определения.


Повышение требований к скорости и достоверности передачи информации, увеличение протяженности линий связи приводит к необходимости принятия специальных мер, направленных на уменьшение вероятности возникновения ошибок в процессе передачи. Одним из возможных решений указанной задачи служит помехоустойчивое кодирование. Под помехоустойчивыми понимаются коды, позволяющие обнаруживать и исправлять ошибки, возникающие при передаче из-за воздействия помех. Суть данной процедуры состоит во введении специальным образом дополнительных символов в информационный поток, в результате чего каждому блоку из k информационных бит сопоставляется n символьная последовательность 
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 – число возможных сообщений. Поскольку 
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, то не все последовательности длины n используются при кодировании M сообщений. Комбинации символов, используемые для отображения информационных блоков или сообщений, называют разрешенными комбинациями или кодовыми последовательностями (словами), тогда как остальные – запрещенными. Вся совокупность кодовых слов 
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 образует код, для обозначения которого обычно говорят «код объема 
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 длины 
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». Множество символов, из которых составляются кодовые слова, называется алфавитом кода, а число различных символов в алфавите – основанием кода, или объемом (мощностью) алфавита.

Именно введение дополнительных символов и позволяет осуществить нейтрализацию влияния канальных помех. Появление подобной возможности можно пояснить простейшим примером.


Пример 5.1.1. Предположим, что по двоичному симметричному каналу (ДСК) передается 
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 сообщений. В простейшем варианте для передачи этого количества сообщений достаточно двух бит, т.е. сопоставить сообщениям 
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 двоичные кодовые слова вида 00, 10, 01 и 11 соответственно. Хотя подобное сопоставление может рассматриваться как примитивное кодирование (каждое сообщение отображается в двоичный вектор размерности 
[image: image8.wmf]2

=

k

), оно не предполагает никаких мер борьбы с канальными искажениями. Данный вариант отображения может быть назван безызбыточным кодированием. Достаточно исказиться одному символу 
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 – мерного вектора (например, входная последовательность 10 трансформируется в 11), как на приемной стороне будет принято неправильное решение о переданном сообщении (вместо 
[image: image10.wmf]2

x

 будет принято решение в пользу 
[image: image11.wmf]4

x

). Если же осуществить специальное кодирование, предусматривающее введение избыточных символов, появляется возможность защитить передаваемую информацию от искажения в канале. Например, сопоставим упомянутым выше 4-м сообщениям 
[image: image12.wmf]n

 – мерные двоичные вектора, состоящие из 5–ти символов: 00000, 10110, 01101 и 11011. В этом случае искажение одного символа последовательности не приведет к неправильному решению о переданном сообщении, если принятие решения основывается на «близости» (минимальном отличии в числе символов) принятой последовательности от кодового слова. Так, при векторе на выходе канала вида 10111, отличающемся от кодовых слов в 4-х, 1-й, 3-х и 2-х позициях соответственно, принимается решение о передаче сообщения 
[image: image13.wmf]2

x

. Не трудно убедиться, что данный вариант кодирования позволяет исправлять любую однократную ошибку в передаваемой последовательности. Появление указанной способности объясняется введение добавочных (проверочных) символов в кодовом слове, т.е. за счет введения избыточности.


Важной характеристикой кода является скорость кода, определяемая соотношением
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(5.1)

под которой понимается количество информации, приходящееся на один символ равновероятных кодовых слов. Из (5.1) следует, что скорость кода представляет собой удельную энтропию множества 
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 равновероятных кодовых слов длины n и измеряется в битах на символ. При заданной длительности символа кода 
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 скорость кода легко пересчитывается в скорость передачи
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(5.2)

Параметр (5.2) показывает, какое количество бит информации передается за единицу времени, и измеряется в бит/сек.


Скорость кода является важнейшей характеристикой, так как входит в условия прямой и обратной теорем помехоустойчивого кодирования. Она определяет ту избыточность, которая вводится в кодовые слова для противодействия помехам в канале связи. Для двоичных кодов, в словах которых символы могут принимать только 2 значения, скорость лежит в диапазоне от 0 до 1. При 
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 в коде отсутствует избыточность и, следовательно, он не способен ни обнаруживать, ни исправлять ошибки. Избыточность кода уменьшает скорость, но, как показывает пример 5.1.1, позволяет понизить вероятность ошибочного приема.


В зависимости от позиций, с которых рассматривается процедура кодирования, классификация кодов может осуществляться различным образом. Простейшим вариантом может служить классификация по размеру алфавита кода. Если символы кода 
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, то код называется двоичным или бинарным соответственно. Если же алфавит кода содержит 
[image: image21.wmf]q

 символов, соответствующий ему код носит наименование 
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–ичного. В дальнейшем, вследствие простоты и наибольшего распространения, основное внимание будет сконцентрировано на двоичных или бинарных кодах.


Иной вариант классификации кодов может основываться на способе вложения информации в кодовое слово. По этому признаку различают блоковые (или блочные) и древовидные (или решетчатые) коды. При построении блокового кода последовательность непересекающихся блоков 
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 информационных символов преобразуется в последовательность 
[image: image24.wmf]n

–символьных кодовых слов, причем каждое кодовое слово отвечает только своему блоку данных. В отличие от блоковых древовидные коды строятся таким образом, что текущее кодовое слово определяется, в принципе, бесконечным набором предшествующих информационных блоков. Учитывая ограничения технологического характера при реализации кодера, кодовое слово зависит от конечного числа блоков данных, которое получило название кодового ограничения. Очевидно, что блоковые коды являются частным случаем древовидных с кодовым ограничением, равным единице. Наименование решетчатые коды, как аналог древовидных, связано со способом описания кода с помощью графа или решетки.


Классификация кодов может быть осуществлена и по возможности выделения информационных символов в кодовом слове. Коды, в которых, как правило, первые 
[image: image25.wmf]k

 позиций занимают информационные символы, называются систематическими кодами. В противном случае – несистематическимими. В рассмотренном ранее примере 5.1.1 представлен систематический блоковый код, поскольку первые два символа кодовых слов являются информационными.


Коды можно классифицировать и по способу противодействия искажениям в канале распространения. Коды, позволяющие исправлять ошибки, получили наименование исправляющих ошибки, тогда как коды только их фиксирующие, называются кодами, обнаруживающими ошибки. Не редко коды, обнаруживающие и исправляющие ошибки, называют контролирующими ошибки.


В заключении также отметим, что часто термину код предшествует слово, определяющее либо алгоритм его конструирования, либо имя ученого, открывшего правило формирования: линейные, циклические, полиномиальные коды, коды Хэмминга и др.

5.2. Принципы обнаружения и исправления ошибок.


Пусть для передачи сообщений используется некоторый код длины 
[image: image26.wmf]n

 и объема 
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. Это означает, что на вход дискретного канала поступает одна из последовательностей 
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, называемая кодовым словом. На приемной стороне наблюдается некоторая выходная последовательность (вектор наблюдений) 
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. Процедуру решения о том, произошла ли ошибка при передаче кодовой последовательности или нет, можно описать на следующем языке. Все множество 
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 разбивается на две области 
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 и 
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, причем область 
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 образована разрешенными (иначе кодовыми) последовательностями, а 
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 – запрещенными комбинациями. Очевидно, что если наблюдаемая последовательность 
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, полученная в результате трансформации каналом некоторой кодовой комбинации 
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, оказывается в области 
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, то принимается решение об обнаружении ошибок в принятой последовательности. Если же наблюдаемая последовательность окажется в области 
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G

, то принимается решение о безошибочной передаче информации.


Естественно возникает вопрос о том, а все ли ошибки могут быть обнаружены? Предположим, что алфавит входных 
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 символов одинаков, и его объем равен 
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. Тогда объем кода, а значит и мощность множества 
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, составляют величину 
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, а число запрещенных комбинаций (или мощность множества 
[image: image44.wmf]1

G

) определится как 
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. При передаче по каналу связи M кодовых комбинаций возможны 
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 их переходов в принятые наблюдения 
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, из которых только 
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 будут правильными, тогда как остальные 
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 переходов сопровождаются искажениями. Как уже указывалось, решение об обнаружение ошибок в принятой последовательности принимается всякий раз, когда она оказывается в области 
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. Подобной ситуации отвечают 
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 переходов и, значит, общее число обнаруживаемых ошибок составляет величину 
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, что еще раз свидетельствует о возможности обнаружения ошибок только при условии 
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, т.е. при введении избыточных символов. Сравнение же общего количества ошибок 
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 с числом обнаруживаемых 
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 демонстрирует, что не все ошибки удается зафиксировать. Последнее объясняется тем, что переход одной кодовой комбинации в другую под действием канальных помех невозможно обнаружить, причем общее количество подобных переходов составит величину 
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Аналогичным образом реализуется и процедура исправления ошибок. Отличие заключается лишь в том, что все множество 
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 разбивается теперь на 
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 (по числу передаваемых сообщений) решающих областей 
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, причем 
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 не пересекаются, а в каждую область решения 
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 включается только одна кодовая последовательность. Если оказывается, что вектор наблюдений 
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 принадлежит j-й области, т.е. 
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, то принимается решение о том, что было передано слово 
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 и, значит, канальные ошибки, вызвавшие трансформацию 
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 в 
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, будут исправлены. Поскольку области решений не перекрываются, то общее число исправляемых ошибок определяется числом запрещенных комбинаций, распределяемых между M решающими областями. Следовательно, 
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 и, значит, как и в случае обнаружения ошибок, их исправление возможно лишь при 
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, т.е. при введении избыточности.

При передаче фиксированного кодового слова 
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 ошибочное решение будет приниматься всякий раз, когда вектор наблюдений не принадлежит 
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. Поэтому вероятность ошибки при передаче 
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–го сообщения) легко определить с помощью переходных вероятностей канала
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или в другой записи
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 опущен без ущерба для понимания: 
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 – вероятность ошибки при условии передачи фиксированного кодового вектора 
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 ( решающая область, отвечающая кодовому вектору 
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Поскольку такие вероятности ошибок составляют набор из M величин (по числу кодовых слов), для интегрального описания надежности передачи необходимо свести их к какому-либо единому показателю. Чаще всего это делается введением:
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 – максимальной вероятности ошибки декодирования, оценивающей влияние помех в канале в наихудшем случае, т.е. для наиболее уязвимого сообщения, или
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 – средней (полной) вероятности ошибки декодирования, рассчитываемой, как видно, согласно обычной формуле полной вероятности.


Из приведенных обсуждений очевидным образом следует, что основная задача, возникающая при осуществлении процедуры помехоустойчивого кодирования, состоит в выборе кодовых комбинаций и разбиении множества запрещенных комбинаций между областями решений, поскольку от правильного их осуществления зависит надежность передачи информации. Перед тем как перейти к рассмотрению данного вопроса введем некоторые необходимые для этого характеристики сигналов.


Как указывалось ранее, наблюдатель по принятой реализации 
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 отвечающих различным кодовым комбинациям 
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, в действительности был передан. Очевидно, что данная задача аналогична различению 
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 сигналов, причем вероятность перепутывания сигналов, обусловленная наличием шума, в значительной степени определяется тем, насколько «далеко» друг от друга разнесены передаваемые сигналы в результате введения указанной избыточности, т.е. операции кодирования. В зависимости от модели канала распространения (непрерывный или дискретный) адекватной характеристикой, оценивающей упомянутое расстояние, а значит, и корректирующую способность метода кодирования (или кода), служат Евклидово или Хэммингово расстояние.

5.3. Евклидово и Хэммингово расстояние.


Геометрическое толкование процедуры различения 
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Тогда Евклидово расстояние между сигналами 
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Данная характеристика показывает насколько удалены сигналы друг от друга, что играет определяющую роль в теории информации в целом. Чем больше расстояние между сигналами, тем меньше вероятность перепутывания переносимой ими информации.


Альтернативным вариантом определения расстояния, широко используемым при рассмотрении дискретного канала, служит расстояние Хэмминга 
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Для обеих характеристик выполняются следующие три аксиомы:
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Наряду с расстоянием Хэмминга широко используется такая характеристика, как вес Хэмминга 
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[image: image107.wmf])

,

(

)

(

0

X

X

H

d

w

=

 и 
[image: image108.wmf])

(

)

,

(

Y

X

Y

X

+

=

w

d

H

, где под суммированием векторов понимается покомпонентное сложение.


Пример 5.3.1.


Для двух двоичных векторов 
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5.4. Декодирование по правилу максимального правдоподобия и минимального
расстояния.


Рассмотрим задачу, необходимую решать любой системе передачи информации. На вход канала поступает один из 
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 сигналов, отвечающих 
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 возможным сообщениям: 
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, представляющее собой переданный сигнал, искаженный канальным шумом (см. Рис. 5.1). Располагая только колебанием 
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, по какому правилу должен действовать блок решения, чтобы решение о том, какое сообщение было передано, было наиболее достоверным? Иными словами, какой из возможных алгоритмов принятия решения является оптимальным? В случае равной вероятности 
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входных сигналов и использовании в качестве критерия величины вероятности перепутывания передаваемых сигналов оптимальным является правило максимального правдоподобия: решающее устройство отдает предпочтение сигналу, наиболее «похожему» на принятое колебание. Похожесть означает, что переходная вероятность 
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 для сигнала, в пользу которого вынесено решение, является наибольшей, иначе говоря, максимальна вероятность трансформации сигнала 
[image: image121.wmf])

(

t

s

i

 в колебание 
[image: image122.wmf])

(

t

y

 под действием канального шума. Таким образом, правило максимального правдоподобия можно записать в виде
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где 
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 – решение о том, что был передан сигнал 
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Для гауссовского канала наибольшая похожесть сигнала 
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 эквивалентна минимуму евклидова расстояния между ними, поскольку переходная вероятность 
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[image: image133]

В случае ДСК правило максимального правдоподобия записывается в виде
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где 
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 – расстояние Хэмминга между наблюдаемой последовательностью 
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Таким образом, для рассмотренных моделей канала декодирование по правилу максимального правдоподобия и минимума расстояния эквивалентны. Единственный факт, который необходимо учитывать, это различие в определении расстояния для непрерывного и дискретного каналов.


На основании приведенного рассмотрения очевиден следующий алгоритм построения корректирующего кода, а также способ формирования областей решения. С одной стороны, поскольку вероятность перепутывания сигналов падает с ростом расстояния между ними, то в качестве кодовых комбинаций следует брать последовательности, находящиеся на максимально возможном расстоянии друг от друга. С другой стороны, согласно (5.3)–(5.4) вероятность трансформации некоторого сигнала 
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, либо некоторой кодовой последовательности 
[image: image151.wmf]i

X

 в вектор наблюдения 
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, тем меньше, чем в большем количестве позиций они отличаются друг от друга. Тогда для уменьшения вероятности принятия ошибочного решения в решающую область следует включать такие запрещенные комбинации, которые находятся на наименьшем расстоянии от кодового слова, содержащегося в данной области решения.

5.5. Связь кодового расстояния с корректирующей способностью кода.


Говорят, что код исправляет все 
[image: image153.wmf]t

 – кратные ошибки, если декодирование по правилу минимума расстояния любого кодового слова с 
[image: image154.wmf]t

 (и менее) ошибочными символами завершается правильным решением. Параметром, определяющим исправляющую способность кода, служит его кодовое расстояние.


Кодовым расстоянием кода 
[image: image155.wmf]U

 называется минимальное расстояние Хэмминга между любой парой несовпадающих векторов кода
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Теорема 5.5.1. Код исправляет любые ошибки кратности 
[image: image157.wmf]t

 и менее в том и только в том случае, если кодовое расстояние удовлетворяет неравенству
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Доказательство:
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а значит, не позволяющие исправить ошибку кратности 
[image: image165.wmf]t

t

£

¢

. Однако, как следует из аксиом расстояния,

[image: image392.wmf] 

÷

ø

ö

ç

è

æ

e

-

q

q

-

q

p

-

q

q

=

=

q

-

q

p

»

n

n

h

n

n

nh

nh

t

n

n

С

)

(

)

(

))

1

(

2

log(

2

1

)

(

)

(

2

2

2

)

1

(

2

1

,

 

 

0

 

0.1

 

0.2

 

0.3

 

0.4

 

0.5

 

0.2

 

0.4

 

0.6

 

0.8

 

1

 

Область не сущес

т-

в

о

вания

 

Граница Хэмминга

 

Граница Плоткина

 

Граница Гильберта

 

Область гарантир

о

ван

-

но

го

 существов

а

ния

 

R

 

d/n

 

0

 

Рис. 5.4.
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что противоречит условию теоремы. Следовательно, таких векторов быть не может и неравенство (5.5) определяет достаточное условие исправление ошибок кратности 
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 и менее.


С другой стороны, если 
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, и, следовательно, наблюдается неопределенность в принятии решения. Таким образом, условие (5.5) является необходимым.


Полезной иллюстрацией приведенного доказательства может служить диаграмма, представленная на рис. 5.3. На ней изображены сферы Хэмминга радиуса 
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 c центром 
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, представляющие собой множество точек (векторов), расположенных от 
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 на расстоянии Хэмминга 
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 или ближе. Если все сферы Хэмминга радиуса 
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, окружающие кодовые вектора 
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, не перекрываются, декодер воспримет любой вектор внутри i–ой сферы, как i–ый кодовый вектор 
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. Это означает, что любая ошибка кратности 
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 и менее в кодовом слове будет исправлена. Вместе с тем, при условии исправления любых ошибок кратности 
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 избежать перекрытия сфер можно только в том случае, если минимальное расстояние Хэмминга между кодовыми векторами не меньше, чем 
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Из представленной диаграммы легко увидеть, что обнаружение ошибок кратности 
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 в принятых векторах возможно тогда, когда выполняется условие
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Из рассмотренного видно, что основными параметрами блокового кода являются: кодовое расстояние [image: image184.wmf]d

, его объем 
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 и длина 
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. Часто при описании характеристик кода вместо объема 
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 используют либо число информационных символов в кодовом слове [image: image188.wmf]M
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. Именно с этими параметрами связаны два основных варианта задач, рассматриваемых теорией кодирования. Первая из них связана с максимизацией [image: image190.wmf]d

 при заданных значениях 
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 (
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 или 
[image: image193.wmf]R

) и 
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 для достижения хорошей корректирующей способности кода. Дуальной задачей является максимизация 
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) при минимуме [image: image198.wmf]d

 и длины 
[image: image199.wmf]n

.

5.6. Важнейшие границы теории кодирования.


Значительная часть работ по теории кодирования посвящена установлению и исследованию различных границ для кодов и, в частности, границ для кодового расстояния. Указанные границы представляют собой ориентиры, позволяющие объективно судить, насколько успешно решены задачи построения кодов. Наиболее важными и полезными границами кодового расстояния являются границы Хэмминга, Плоткина и Гильберта.

Наиболее важными и полезными границами кодового расстояния являются границы Хэмминга, Плоткина и Гильберта. Первые две из упомянутых границ указывают предел максимизации кодового расстояния [image: image200.wmf]d

 при заданных длине 
[image: image201.wmf]n

 и скорости 
[image: image202.wmf]R

 кода. Граница же Гильберта является границей существования и дает нижнюю оценку кодового расстояния «наилучшего» кода.


Теорема 5.6.1. (Граница Хэмминга). Для любого двоичного кода, содержащего 
[image: image203.wmf]M

 кодовых слов длины 
[image: image204.wmf]n

 и исправляющего 
[image: image205.wmf]t

 (и менее) ошибок, выполняется соотношение
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где 
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Иным вариантом представления границы может служить соотношение
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устанавливающее минимальное число проверочных символов, необходимое для обеспечения требуемой корректирующей способности.

Доказательство. Вычислим «объем» 
[image: image209.wmf]t

V

 сферы радиуса 
[image: image210.wmf]t

, изображенной на рис. 5.3, т.е. определим число точек, находящихся внутри сферы,
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Требование однозначного декодирования означает, что сферы не должны пересекаться, и значит, общий объем, создаваемый всеми сферами, будет 
[image: image212.wmf]t
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. Поскольку при длине кодового слова 
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 всего может существовать 
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 векторов наблюдения 
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[image: image216.wmf]n

t

MV

2

£

, что и завершает доказательство.


Коды, для которых достигается равенство в границе Хэмминга, называются совершенными. Совершенные коды исправляют любую ошибку кратности 
[image: image217.wmf]t

 и менее, но не исправляют и не обнаруживают ни одной ошибки большей кратности. Геометрически эти коды воплощают т. н. «плотную упаковку», когда все 
[image: image218.wmf]n
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 двоичных векторов охвачены 
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 сферами радиуса 
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 без пересечения и свободного пространства. В этой связи совершенные коды также называют плотно упакованными или сферически упакованными. Их совершенство заключается в достижении максимально возможной скорости 
[image: image221.wmf]R

 при фиксированных 
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. Среди двоичных кодов известны три класса совершенных кодов – тривиальный код с повторением нечетной длины, коды Хэмминга, исправляющие любую однократную ошибку, и код Голея длины 23 и кодовым расстоянием 7 (исправляет любую 3–кратную ошибку и менее).


Коды, исправляющие любые ошибки кратности до 
[image: image224.wmf]t

 включительно, а также некоторые ошибки кратности 
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, и не исправляющие никаких ошибок большей кратности, называются квазисовершенными кодами.


Примером квазисовершенного кода может служить расширенный код Хэмминга с параметрами 
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, получаемого из совершенного кода Хэмминга добавлением еще одного проверочного символа путем простой проверки на четность.

Перед тем как перейти к следующей границе, введем в рассмотрение еще одну характеристику кодов, называемую коэффициентом корреляции. Пусть имеются два двоичных вектора
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Тогда коэффициент корреляции между векторами определится соотношением
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Осуществив преобразование над исходными векторами вида
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получаем 
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Лемма 5.6.1. Коэффициент корреляции между векторами 
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 определяется как
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где 
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 – расстояние Хэмминга.


Доказательство: Коэффициент корреляции между векторами 
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где учтено, что на 
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Разрешив последнее соотношение относительно 
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Теорема 5.6.2. (Граница Плоткина). Для любого двоичного блокового кода с параметрами 
[image: image247.wmf]d

n

M

k

и

,

2

=

 выполняется неравенство
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Доказательство. Переведем согласно правилу (5.7) все вектора кода из двоичного 
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. Как следует из (5.9), для снижения вероятности перепутывания сигналов необходимо минимизировать коэффициент корреляции между всеми несовпадающими сигналами. Известно, что минимумом корреляции обладают симплексные сигналы, для которых
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тогда для произвольного кода
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Подставив в последнее соотношение (5.8), получаем
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откуда непосредственно следует (5.10).


Применяя границу Плоткина (5.10), достаточно просто определить максимально возможное значение кодового расстояния 
[image: image255.wmf]d

 при заданных 
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 и 
[image: image257.wmf]k

, однако задача усложняется, если использовать ее для определения максимального значения 
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 (а значит, и скорости 
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) при фиксированных 
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 и 
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. В связи с этим находит широкое применение и другой вариант границы Плоткина.


Лемма 5.6.2. Пусть 
[image: image262.wmf])

,

(

d

n

M

 – максимальное число кодовых слов длины 
[image: image263.wmf]n

 в коде с расстоянием 
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. Тогда выполняется неравенство
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Доказательство. Предположим, что код 
[image: image266.wmf]U

 характеризуется параметрами 
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 значение кодового расстояния не изменилось, поскольку он содержит только слова, начинающиеся с нуля. Тогда длину слов кода 
[image: image276.wmf]U

¢

 можно усечь за счет первого символа. В результате получаем код, у которого


[image: image277.wmf]2

)

,

(

)

,

1

(

d

n

M

d

n

M

³

-

.


Теорема 5.6.3. Для любого двоичного блокового кода с параметрами 
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 выполняется неравенство
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Доказательство. Применим к коду с параметрами 
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 раз лемму 5.6.2. Тогда выполняется последовательность неравенств
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Предположим, что 
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откуда следует, что 
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Рассмотрим теперь примеры, иллюстрирующие область применения границ (5.6), (5.11).


Пример 5.6.1. Определить возможный объем 
[image: image288.wmf]M

 и скорость 
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 кода с параметрами 
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Согласно границе Хэмминга (5.6)
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тогда как из границы Плоткина (5.11) получаем
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и, значит, более точную оценку 
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 дает граница Хэмминга. Отсюда
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Пример 5.6.2. Определить возможный объем 
[image: image296.wmf]M

 и скорость 
[image: image297.wmf]R

 кода с параметрами 
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Действуя аналогично примеру 5.6.1, получаем следующие оценки мощности кода:


– из границы Хэмминга получаем 
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– из границы Плоткина – 
[image: image301.wmf]10
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Из рассмотренных примеров следует, что граница Хэмминга дает лучший результат для высокоскоростных кодов, тогда как граница Плоткина – для низкоскоростных. Обе границы определяют необходимые (но не достаточные) условия существования блоковых кодов. Не выполнение их свидетельствует о невозможности построения кода с заданными значениями 
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. Вследствие этого указанные границы часто называют верхними. Известны более точные, однако и более сложные границы для всего диапазона значений 
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, примером чего может служить граница Элайеса. Существуют и нижние границы, устанавливающие достаточные условия существования кодов с заданными значениями 
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.


Теорема 5.6.4. (Граница Гильберта). Безусловно существует двоичный блоковый код, параметры которого удовлетворяют неравенству
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Замечание. Если 
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 целое число, то существует более строгий вариант границы (5.13), называемый границей Варшамова–Гильберта
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Пример 5.6.3. При каком значении 
[image: image309.wmf]M

 непременно существует двоичный код с параметрами, заданными в примерах 5.6.1–5.6.2.


Из (5.13) непосредственно получаем:


– для примера 5.6.1:
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– для примера 5.6.2:
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Таким образом, диапазон возможных значений 
[image: image312.wmf]M

, для которых не отрицается существование указанных двоичных блоковых кодов, определен следующими интервалами:


– для 5.6.1 – 
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– для 5.6.2 – 
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Значительный интерес представляют асимптотические (при 
[image: image315.wmf]¥

®

n

) версии приведенных ранее нижних и верхних границ, определяющие условия существования блоковых кодов в терминах скорости 
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 и относительного кодового расстояния 
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. Так, например, границу Хэмминга (5.6) в этом случае можно преобразовать следующим образом. Используя аппроксимацию биномиального коэффициента с помощью формулы Стирлинга
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где 
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 – энтропия двоичного ансамбля.


Из (5.6) очевидным образом следует, что
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Учитывая, что 
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Применив в границе Гильберта (5.13) аппроксимацию биномиального коэффициента согласно (5.15), получаем



[image: image329.wmf](

)

n

d

h

R

-

<

1

.
(5.18)

Рис. 5.4 служит графической иллюстрацией асимптотических границ (5.16–5.18). Область, лежащая выше хотя бы одной из границ (5.16–5.17), отвечает тем значениям 
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, при которых не существуют коды с указанными параметрами. Не составляет труда определить, что точка пересечения границ Хэмминга и Плоткина, устанавливающая диапазон использования соответствующей границы, отвечает значению 
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, которые соответствуют области, лежащей ниже границы Гильберта, гарантируют существование кода. Область, лежащая между двумя упомянутыми зонами, отвечает неопределенной ситуации, для которой точный ответ о существовании кода не может быть дан на основании приведенных границ. Использование более точных границ, о которых [image: image393.wmf]b
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упоминалось выше, позволит лишь уменьшить зону неопределенности.
5.7. Энергетический выигрыш от кодирования.


Под термином «выигрыш от кодирования» понимают количественный показатель повышения достоверности передачи информации в цифровой системе связи при использовании кодирования со случаем его отсутствия (т.е. безызбыточного кодирования). Точное его значение показывает, насколько может быть уменьшена энергия сигнала при кодировании в сравнении со случаем передачи не кодированного потока данных. При этом должна обеспечиваться одинаковая достоверность (оцениваемая по вероятности ошибочного решения) и скорость передачи в бит/сек. Простейший вариант оценки выигрыша от кодирования базируется на сравнении минимума евклидова расстояния между блоками некодированных данных и аналогичной характеристикой для ближайших кодовых слов рассматриваемого блокового кода. Следуете отметить, что результат сравнения расстояний зависит от физического сигнала, используемого для отображения двоичного информационного символа.


Безызбыточное кодирование.

Пусть требуется передавать 
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 сообщений при длительности кодового слова, равной 
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. Учитывая безызбыточность кодирования, длительность одного кодового символа (бита) составляет
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 – скорость передачи информации. Предположим, что мощность передатчика равна 
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, тогда энергия, приходящаяся на один бит информации, будет
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Пусть отображение информационного потока осуществляется с помощью бинарной фазовой модуляции, тогда минимальное евклидово расстояние будет между блоками данных, отличающихся только одним информационным символом. Например, кодовыми блоками вида – 01000 и 00000, иллюстрацией чему служит диаграмма на рис. 5.5, а. Поскольку на 
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 позициях вектора совпадают, а отличие заключается только в одной позиции, которой соответствуют противоположные сигналы, то
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где индекс «1» отвечает первому варианту кодирования, и значит,
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Избыточное кодирование.


Рассмотрим теперь вариант, отвечающий введению дополнительной избыточности. В этом случае для сохранения прежней скорости передачи информации 
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 длительность кодового символа уменьшается 
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 передаются не 
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 символов кода (
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). При неизменной мощности передатчика энергия, приходящаяся на один кодовый символ, определится как
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где 
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 – скорость используемого блокового кода.


При кодировании с избыточностью минимальное евклидово расстояние определяется кодовым расстоянием 
[image: image350.wmf]d

, иллюстрацией чего служит диаграмма на рис. 5.5, в, на которой ближайшие вектора совпадают на 
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 позициях. Тогда при использовании бинарной фазовой модуляции
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где индекс «2» отвечает второму варианту кодирования, а
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В итоге выигрыш от кодирования определится как
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В заключении оценим предельную величину энергетического выигрыша от кодирования, воспользовавшись границей для кодового расстояния. Граница Плоткина (5.10) устанавливает, что
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5.8. Жесткое и мягкое декодирование.


Цифровая система передачи информации включает в себя кодер и модулятор на передающей стороне и демодулятор и декодер на приемном конце. Качество работы подобной системы обычно характеризуется вероятностью ошибки на бит, которая также называется частотой ошибок на бит. Достижение высокой достоверности передачи информации (а, значит, и малой вероятности ошибки на бит) может быть достигнуто либо увеличением мощности передатчика, либо путем использования корректирующих кодов. Ограничения реализационного характера отдают предпочтение второму пути, однако, в этом случае возникает проблема выбора между передачей большого количества данных от демодулятора к декодеру при одновременном использовании простого кода и передачей меньшего по объему количества данных, но применении более сложного кода. Как правило, рассматриваются две крайние ситуации. Первая отвечает алгоритму, при котором демодулятор принимает окончательное решение о значении символа кода и формирует, в общем случае, последовательность 
[image: image359.wmf]q

–ичных символов, к которой можно применять мощную технику алгебраического декодирования. Данный алгоритм получил название жесткого декодирования или декодирования с жесткими решениями. При второй демодулятор вообще не принимает никакого решения, а просто передает отсчеты принятого колебания, возлагая принятие решения на декодер. Указанная процедура называется мягким декодированием или декодированием с мягкими решениями. Определим особенности этих алгоритмов.

Рассмотрим процедуру жесткого декодирования на примере системы, в которой используется пара противоположных сигналов 
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 фильтр, с выхода которого отсчеты берутся с частотой следования символов. Значения напряжения на выходе согласованного фильтра (СФ) в моменты отсчетов распределены по гауссовскому закону со средним 
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 (в зависимости от передачи 0 или 1) и дисперсией 
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 – энергия принимаемого сигнала за время передачи одного символа. Таким образом, плотность распределения вероятностей напряжения 
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 имеет вид


[image: image367.wmf](

)

(

)

ï

þ

ï

ý

ü

ï

î

ï

í

ì

+

-

p

=

0

2

0

exp

1

1

N

E

z

N

z

p

c

 и 
[image: image368.wmf](

)

(

)

ï

þ

ï

ý

ü

ï

î

ï

í

ì

-

-

p

=

0

2

0

exp

1

0

N

E

z

N

z

p

c

.

В предположении, что оба передаваемых символа равновероятны, пороговое значение решающего блока следует выбрать равным нулю. Тогда символ на выходе демодулятора будет равен единице, если напряжение на выходе СФ отрицательно, и нулю, если напряжение положительно. Не составляет труда показать, что вероятность ошибки при передаче единицы определяется как
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где 
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¥

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

p

=

x

dt

t

x

Q

2

exp

2

1

)

(

2

. Аналогичное соотношение может быть получено и при условии передачи нуля.


В результате, с выхода демодулятора на декодер поступает последовательность нулей и единиц. В этом случае оптимальной является такая процедура декодирования, при которой в качестве принятого выбирается кодовое слово, отличающееся от наблюдения в наименьшем числе символов, т.е. имеющее минимальное хэммингово расстояние. Таким образом, основными чертами жесткого декодирования являются поэлементный (посимвольный) прием на первом этапе и принятие решения по минимуму расстояния Хэмминга на втором.


Алгоритм декодирования можно осуществлять и с использованием процедуры мягких решений. Оставаясь в рамках предыдущей схемы, предположим, что модулятор передает декодеру не решения о значении символа, а последовательность чисел, являющихся отсчетами напряжения с выхода СФ. Пусть 
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 – фактически полученная последовательность отсчетов напряжения принятого сигнала 
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–ое слово используемого блокового кода. Тогда в присутствии аддитивного шума оптимальная стратегия декодера будет заключаться в выборе 
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 при условии получения на выходе СФ последовательности отсчетов 
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Используя формулу Байеса, можно записать
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При условии равновероятности 
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 максимизация 
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. Учитывая, что отсчеты шума, искажающие различные символы, независимы и распределены по закону Гаусса с нулевым средним и дисперсией 
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где 
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 – компоненты кодового слова 
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 сводится к минимизации евклидова расстояния между предположительно переданной последовательностью 
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 и последовательностью отсчетов напряжения 
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. Таким образом, основными этапами декодирования с мягкими решениями являются обработка кодового слова «в целом», а не поэлементно, и принятие решения по правилу минимума евклидова расстояния.


В реальных системах связи часто реализуется промежуточный вариант, когда вместо принятия демодулятором жесткого решения, осуществляется квантование отсчета напряжения на выходе СФ, а затем осуществляется декодирование аналогично процедуре мягких решений. Все подобные алгоритмы также принято называть процедурой мягкого декодирования.

Выигрыш от кодирования, устанавливаемый соотношением (5.19), относится к случаю использования алгоритма мягкого декодирования. В случае применения декодирования с жесткими решениями выигрыш уменьшается на 2-3 дБ.
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Рис. 5.3.
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