Тема 6. Линейные блоковые коды.

6.1. Введение в теорию конечных полей.


Математическое понятие конечного поля является ключевой категорией теории кодирования, и знакомство с ним начнем с определения поля.


Полем 
[image: image1.wmf]F

 называется множество элементов, замкнутое относительно двух операций, называемых сложением и умножением (обозначаемых привычными знаками «+» и «
[image: image2.wmf]´

» (или точкой)). Замкнутость операций означает, что результаты сложения или умножения также являются элементами поля 
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Операции сложения и умножения удовлетворяют следующим аксиомам:


1. Сложение и умножение коммутативно:
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2. Сложение и умножение ассоциативно:
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3. Существует нейтральный элемент по сложению и умножению, не изменяющий значения любого элемента поля в этих операциях. Нейтральный элемент по сложению называется нулем и обозначается символом «0», а нейтральный элемент по умножению – единицей и обозначается как «1»:
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4. Для любого элемента 
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 существует единственный обратный или противоположный по сложению (обозначаемый, как «
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») элемент такой, что
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5. Для любого элемента 
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 (за исключением 0) существует единственный обратный элемент (обозначаемый, как 
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) по умножению такой, что 
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6. Сложение и умножение подчиняется дистрибутивному закону:
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Непосредственно из вышеприведенных аксиом следует, что в любом поле наряду со сложением определена операция вычитания, а с умножением – деление:
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Простейшими примерами полей являются числовые поля (поле рациональных и вещественных чисел), имеющих бесконечной число элементов, однако теория кодирования в основном оперирует с конечными полями, состоящими из конечного числа элементов. Общепринятым обозначением конечного поля является 
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 (Galois field – в честь французского математика Эвариста Галуа), где 
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 – порядок конечного поля, т.е. число элементов поля.


Нетрудно доказать, что существуют конечные поля только порядка, равного целой степени простого числа: 
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 – простое, а 
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 – натуральное числа. Конечное поле простого порядка 
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 называется простым полем и обозначается 
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. Любое подобное поле может трактоваться как множество остатков от деления натуральных чисел на 
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 с операциями сложения и умножения по модулю 
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. В качестве примера ниже представлены таблицы 6.1–6.3 сложения и умножения элементов полей 
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Расширенные конечные поля (порядка 
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) не могут быть построены на основании арифметики по 
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, и их более сложная структура будет рассмотрена позднее.
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	Таблица 6.2

	
	
	GF(3)
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	+
	0
	1
	2
	
	∙
	0
	1
	2

	0
	0
	1
	2
	
	0
	0
	0
	0

	1
	1
	2
	0
	
	1
	0
	1
	2

	2
	2
	0
	1
	
	2
	0
	2
	1


	Таблица 6.3

	
	
	
	
	GF(5)
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	+
	0
	1
	2
	3
	4
	
	∙
	0
	1
	2
	3
	4

	0
	0
	1
	2
	3
	4
	
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	1
	1
	2
	3
	4
	0
	
	1
	0
	1
	2
	3
	4

	2
	2
	3
	4
	0
	1
	
	2
	0
	2
	4
	1
	3

	3
	3
	4
	0
	1
	2
	
	3
	0
	3
	1
	4
	2

	4
	4
	0
	1
	2
	3
	
	4
	0
	4
	3
	2
	1


6.2. Векторное пространство над конечными полями.


Концепция векторного пространства, хорошо известная для случая, когда в качестве скалярных величин выступают вещественные или комплексные числа, может быть обобщена до понятия векторного пространства над любым полем, в частности конечным.


Пусть 
[image: image35.wmf]F

 – конечное поле, элементы которого будем называть скалярами. Тогда векторным пространством 
[image: image36.wmf]F
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 над полем 
[image: image37.wmf]F

 называется множество элементов (векторов), замкнутое относительно двух операций: сложения векторов и умножения вектора на скаляр, обозначаемых привычными символами «+» и «•», т.е. если 
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Операции сложения и умножения удовлетворяют следующим аксиомам:


1. Сложение коммутативно и ассоциативно:
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2. Существует нулевой (нейтральный) вектор 
[image: image41.wmf]0

 по сложению, не изменяющий значение любого вектора при сложении:
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3. Для любого вектора существует единственный противоположный (обратный) вектор 
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 такой, что:
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4. Умножение вектора на скаляр ассоциативно:
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5. Умножение любого вектора на единичный скаляр (всегда существующий в 
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) не меняет его значения:
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6. Выполняется дистрибутивный закон
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Модель векторного пространства, используемая в теории кодирования, есть ничто иное, как пространство 
[image: image49.wmf]n

–мерных векторов (кодовых слов) 
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 с компонентами, принадлежащими заданному конечному полю: 
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где сложение и умножение скаляров осуществляется в соответствии с правилами поля 
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 векторов. В двоичном пространстве 
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 максимальное число векторов не превосходит величины 
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 и согласно правилам поля 
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Пусть в пространстве 
[image: image60.wmf]F

V

 имеется набор из 
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 векторов 
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. Эти вектора называются линейно зависимыми, если хотя бы один из них представим в виде линейной комбинацией других
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где все 
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 – скалярные коэффициенты. Напротив, если ни один из векторов 
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 не является линейной комбинацией других, то вектора называются линейно независимыми.


Максимальное число линейно независимых векторов 
[image: image66.wmf]m

 в данном пространстве называется размерностью пространства (пространство размерности 
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 также называют 
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 линейно независимых векторов в 
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–мерном пространстве образует его базис. Если 
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Если в векторном пространстве 
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 существует подмножество 
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, являющееся пространством над полем 
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 с такими же операциями сложения векторов и умножения на скаляр, то 
[image: image84.wmf]1

V

 называется подпространством 
[image: image85.wmf]F

V

.

6.3. Линейные коды. Порождающая матрица линейного кода.


Рассмотрим множество 
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 линейно независимых векторов. Построим множество 
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Непосредственной проверкой легко убедиться, что множество 
[image: image101.wmf]U

 замкнуто по сложению векторов и умножению их на скаляр из 
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 является векторным пространством, т.е. подпространством 
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 и непосредственно является той конструкцией, которую назовем линейным кодом.


Определение 6.3.1. Двоичным 
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Представив информационное сообщение в виде 
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 с учетом (6.1) может быть записано в виде
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Как можно видеть из (6.2), кодовое слово представляет собой результат произведения информационного вектора 
[image: image123.wmf]A

 на матрицу 
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, которую по этой причине называют порождающей матрицей линейного кода. Порождающая матрица используется для компактного описания линейного кода. Например, для задания (100,50) двоичного линейного кода путем перечисления всех его слов требуется 
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Следует особо подчеркнуть, что согласно аксиомам векторного пространства:


– любой линейный код содержит нулевое кодовое слово 
[image: image127.wmf])
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– любая сумма слов линейного кода вновь дает кодовое слово, принадлежащее данному коду: если 
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Теорема 6.3.1. Минимальное расстояние линейного кода равно наименьшему из весов ненулевых слов кода:
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Доказательство: Согласно определению кодового расстояния и с учетом последних замечаний имеем
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Данная теорема объясняет большую популярность линейных кодов, поскольку для определения кодового расстояния достаточно определить веса 
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Любой линейный код всегда может быть преобразован в эквивалентный (т.е. обладающий аналогичными параметрами 
[image: image134.wmf]d

n

M

,

,

), которому отвечает каноническая (стандартная) порождающая матрица
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где 
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 позиций кодовых слов:
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где 
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 – проверочные символы кодового слова.

6.4. Проверочная матрица и ее связь с исправляющей способностью кода.


Рассмотрим систематический линейный код 
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где надстрочный символ 
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 означает транспонирование матрицы 
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Из (6.6) следует, что умножение любого кодового вектора 
[image: image152.wmf]U

 на транспонированную матрицу 
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 дает нуль, в связи с этим матрицу (6.5) называют проверочной матрицей. Кроме того, говорят, что линейный код является нуль–пространством проверочной матрицы, либо что код ортогонален проверочной матрице.


На основании соотношений (6.4) и (6.6) имеем
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откуда не составляет труда получить, что проверочные символы кодового слова 
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Таким образом, линейный код может быть задан как порождающей (6.3) и проверочной (6.5) матрицами, так и соотношениями (6.7), устанавливающими связь между проверочными и информационными символами кодовых слов.


Теорема 6.4.1. Линейный код 
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Доказательство: Рассмотрим 
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 ненулевых компонент, для которого
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 – позиции ненулевых компонент вектора 
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 таких, которые при ненулевых скалярах дают нулевую сумму, а значит, являются линейно зависимыми.


С другой стороны, предположим, что из проверочной матрицы можно выделить множество из 
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следовательно, 
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, т.е. является кодовым вектором. Последнее означает, что кодовое расстояние 
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, что противоречит условию теоремы. Таким образом, любое множество из 
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 линейно независимо.


Рассматривая структуру матриц 
[image: image188.wmf]H

 и 
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можно вынести следующее заключение. Обе матрицы состоят из множества линейно независимых векторов, поскольку наличие в их структуре единичной матрицы делает невозможным существование линейной комбинации строк с нулевой суммой. Следовательно, каждая из матриц может рассматриваться как базис некоторого линейного пространства. Более того, каждое из этих пространств является подпространством векторного пространства, состоящего из всех векторов длины 
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. Учитывая сказанное выше, можно их «поменять ролями» и использовать 
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 – проверочной матрицы некоторого другого кода. Коды, связанные с таким преобразованием, называются дуальными друг другу. Таким образом, если исходным являлся 
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Кроме того, из заданного 
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 кода можно получить новый, обладающий теми же параметрами, если в каждом кодовом слове поменять местами символы, стоящие на одинаковых позициях. Получаемый по такому алгоритму код называется эквивалентным. Порождающие матрицы 
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 и 
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 эквивалентных кодов связаны друг с другом элементарным преобразованием. Так обмен символами на одинаковых позициях кодовых слов (или, что тоже самое, перестановка координат кода) эквивалентен перестановке столбцов матрицы 
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. Следовательно, два кода эквивалентны тогда и только тогда, когда их порождающие матрицы получаются одна из другой посредством перестановки столбцов, либо в результате элементарных операций над строками.


Теорема 6.4.2. (Граница Синглтона). Минимальное расстояние (минимальный вес) любого линейного 
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Доказательство: Согласно теореме 6.3.1, ненулевое слово минимального веса в коде имеет вес, равный 
[image: image201.wmf]d

. В систематическом коде существуют слова с одним ненулевым информационным символом и 
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 проверочными. Ясно, что такое кодовое слово не может иметь вес, больший 
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Граница Синглтона показывает, что для исправления 
[image: image205.wmf]t

 ошибок слова линейного кода должны содержать не менее 
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 проверочных символов. Большинство кодов, даже оптимальных, имеют значительно большее количество проверочных символов. Вместе с тем, существуют коды, для которых неравенство (6.8) обращается в равенство.


Любой код с кодовым расстоянием 
[image: image207.wmf]d

, удовлетворяющим соотношению (6.8), называется кодом с максимальным расстоянием.


Замечание. Граница Синглтона (6.8) бесполезна для двоичных кодов, поскольку значительно уступает в точности границам Плоткина и Хэмминга. Однако, она играет значительную роль в случае 
[image: image208.wmf]q

–ичных кодов.

6.5. Простейшие линейные коды.

Код с повторением.


Данный код обозначается как 
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Порождающая матрица состоит из одной строки и имеет вид
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так что код с повторением состоит всего из двух слов: одно содержит только одни нули, а второе – единицы. Очевидно, что кодовое расстояние 
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и указывает, что сумма первого и любого другого символа кодового слова равняется нулю.

При нечетном значении n код не исправляет ни одного сочетания ошибок кратности, большей 
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Высокая помехоустойчивость данного кода при больших длинах n достигается за счет снижения скорости 
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, что значительно уменьшает его практическую ценность. Как правило, требуются коды, обеспечивающие большую скорость, поэтому кодируются блоки информационных символов 
[image: image223.wmf])

1

(

>

k

 и используется более сложная зависимость проверочных символов с информационными, чем простое их повторение.
Код с простой проверкой на четность.


Данный код содержит слова лишь с одним проверочным символом, так что обозначается как 
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где проверочный символ формируется как сумма по модулю 2 информационных
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Очевидно, что 
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, если число единиц в информационной комбинации нечетно, и 
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 в противном случае. Таким образом, наличие подобного проверочного символа позволяет придать всем кодовым словам общий признак: четность числа единиц в кодовом слове.

Порождающая матрица данного кода имеет размерность 
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откуда видно, что любые две строки матрицы содержат по две единицы и отличаются значениями символов на двух позициях, т.е. код обладает кодовым расстоянием 
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 и, значит, способен обнаруживать однократные ошибки. Проверочная матрица содержит только одну строку и представима как
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и указывает, что для проверки принадлежности последовательности к коду необходимо сложить все принятые символы.


Следует отметить, что порождающая матрица 
[image: image233.wmf]G

 кода с повторением 
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 кода с простой проверкой на четность 
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. Аналогичное утверждение справедливо в отношении проверочной матрицы кода 
[image: image237.wmf])
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 и порождающей матрицы кода 
[image: image238.wmf])

1

,

(

-

n

n

. Как уже упоминалось ранее, коды с подобными свойствами называются дуальными.

6.6. Коды Хэмминга.


Рассмотрим двоичный линейный код, сконструированный следующим образом. Выпишем все различные ненулевые 
[image: image239.wmf]m

–разрядные двоичные числа (
[image: image240.wmf]m

–компонентные вектора) и используем полученные вектора в качестве столбцов проверочной матрицы, располагая их в порядке возрастания. Построенная таким образом матрица имеет размерность 
[image: image241.wmf](
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. Принимая во внимание, что число столбцов проверочной матрицы определяет длину кода 
[image: image242.wmf]n

, а число строк – количество проверочных символов 
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, то число информационных символов в кодовом слове будет 
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. Таким образом, с помощью подобной проверочной матрицы будет сконструирован 
[image: image245.wmf](
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 линейный код. Кроме того, поскольку все столбцы проверочной матрицы различны, то любая пара столбцов матрицы 
[image: image246.wmf]H

 линейно независима, тогда как каждый из столбцов всегда может быть представлен в виде линейной комбинации двух других. Следовательно, на основании теоремы 6.4.1 можно утверждать, что кодовое расстояние построенного кода 
[image: image247.wmf]3
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, и он может исправить любую однократную ошибку.


Линейные коды, обладающие параметрами
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(6.9)

называются кодами Хэмминга.


На основании предшествующего рассмотрения можно сформулировать следующую теорему:


Теорема 6.6.1. Код Хэмминга длины 
[image: image249.wmf]1
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, содержащий 
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 информационных символов, исправляет любую однократную ошибку и не исправляет ни одной ошибки большей кратности.


Пример 6.6.1. Пусть 
[image: image251.wmf]3
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, тогда существует (7,4) код Хэмминга, столбцами проверочной матрицы которого являются числа от 1 до 7, записанные в двоичной форме 3–х компонентными векторами:
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В том случае, когда существует необходимость построения кода Хэмминга в систематической форме, единственное, что необходимо сделать – это определенным образом упорядочить столбцы исходной проверочной матрицы, выделив в явном виде 
[image: image253.wmf]m
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 единичную матрицу, как составную часть проверочной. Из полученной таким способом матрицы 
[image: image254.wmf]H

 легко построить и каноническую порождающую матрицу. Иллюстрацией описанного алгоритма могут служить матрицы 
[image: image255.wmf]H

 и 
[image: image256.wmf]G

, представленные ниже, основой для получения которых послужила матрица (7,4) кода Хэмминга.
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Значения параметров первых двоичных кодов Хэмминга, определяемые соотношениями (6.9), представлены в таблице 6.4.


Таблица 6.4

	n
	7
	15
	31
	63
	127
	∙∙∙

	k
	4
	11
	26
	57
	120
	∙∙∙

	n-k
	3
	4
	5
	6
	7
	∙∙∙

	R=k/n
	4/7
	11/15
	26/31
	57/63
	120/127
	∙∙∙


Из данных, приведенных в табл. 6.4, очевидным образом следует, что при 
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 скорость кода 
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, следовательно, коды Хэмминга являются высокоскоростными кодами.


В заключение данного параграфа отметить, что существуют и не двоичные коды Хэмминга, однако, их ценность по сравнению с двоичными значительно ниже. Параметры кодов Хэмминга этого типа определяются соотношениями:
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6.7. Коды расширения и укорочения.


Одним из альтернативных путей построения новых кодов может служить метод, основывающийся на модификации известных. Существует набор простых преобразований, которые, незначительно изменяя исходный код, приводят к новому. Если новый код также оказывается линейным, то эти преобразования соответствуют незначительным изменениям порождающей матрицы 
[image: image261.wmf]G

. Например, можно добавить в эту матрицу столбец или строку, выбросить из нее столбец или строку, одновременно добавить или выбросить указанные элементы матрицы. Выделяют шесть основных преобразований кода, к числу которых относятся:


– расширение кода – это увеличение длины кода путем добавления новых проверочных символов, что приводит к возрастанию числа столбцов порождающей матрицы;


– удлинение кода – это увеличение длины кода путем добавления новых информационных символов, следствием чего является увеличение обоих размеров порождающей матрицы на одно и то же число;


– выкалывание кодовых координат – это уменьшение длины кода за счет удаления проверочных символов и, следовательно, большего размера порождающей матрицы;


– укорочение кода – это уменьшение длины кода путем удаления информационных символов, что приводит к уменьшению порождающей матрицы на одно и то же число по обоим размерам;


– пополнение кода – это увеличение числа информационных символов без увеличения длины кода, т.е. возрастает число строк порождающей матрицы;


– код с выбрасыванием – это уменьшение числа информационных символов без изменения длины кода, что приводит к снижению меньшего размера порождающей матрицы.


Рассмотрим более подробно процедуры, связанные с расширением и укорочением кода.


Расширенный код.


Любой линейный 
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 код 
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 может быть легко расширен до кода 
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 с параметрами 
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 путем добавления еще одного проверочного символа, образованного за счет операции общей проверки на четность. Пусть, например, 
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)

n

u

u

u

,

,

,

2

1

K

=

U

 – произвольное кодовое слово исходного 
[image: image267.wmf])

,

(

k

n

 линейного кода 
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. Тогда соответствующее ему слово расширенного кода 
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 может быть построено по правилу 
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, причем результат суммирования берется по модулю 2. Очевидно, что для любого кодового слова расширенного кода выполняется соотношение
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и, следовательно, его вес будет четным. Тогда при нечетном кодовом расстоянии 
[image: image273.wmf]d

 исходного кода 
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 минимальное расстояние расширенного 
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 увеличится на единицу, став 
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. Таким образом, любой линейный 
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, исправляющий 
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 ошибок, может быть трансформирован в расширенный 
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 код, исправляющий ошибки кратности 
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 и обнаруживающий ошибки кратности 
[image: image282.wmf]1
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. Порождающая матрица 
[image: image283.wmf]G
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 расширенного кода будет состоять из исходной порождающей матрицы 
[image: image284.wmf]G

 и дополнительного столбца, образованного общей проверкой на четность строк 
[image: image285.wmf]G

.


Коды Хэмминга очень продуктивны для иллюстрации описанной выше процедуры. При минимальном весе исходного кода, равном трем, после расширения получаем 
[image: image286.wmf](
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 код, исправляющий любую однократную и обнаруживающий любую двукратную ошибки. Примером практического применения расширенного (32,26) кода Хэмминга служит СРНС GPS NAVSTAR (США), в которой он используется при передаче цифровой информации с борта ИСЗ.


Пример 6.7.1. Ранее (см. пример 6.6.1) были построены порождающая 
[image: image287.wmf]G

 и проверочная 
[image: image288.wmf]H

 матрицы (7,4) кода Хэмминга. Применяя процедуру расширения, получаем следующие матрицы для расширенного кода:
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где пунктирная линия отделяет исходные части матрицы от вновь полученных.


Построение матриц расширенного кода можно начать и с проверочной, добавив в исходную матрицу 
[image: image292.wmf]H

 строку из всех единиц:
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Различие между двумя представлениями проверочной матрицы расширенного кода Хэмминга можно устранить, если поэлементно сложить первые три строки с последней по модулю 2.

Укороченный код.


Укороченный код формируется из исходного систематического путем выбора только таких кодовых слов, в начале которых стоят 
[image: image294.wmf]l

 нулевых символов. Поскольку нулевые символы не несут никакой информации, длину кода можно уменьшить на 
[image: image295.wmf]l

 символов с одновременным сокращением числа информационных символов и кодовых слов. Результирующий 
[image: image296.wmf](
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 код будет обладать тем же кодовым расстоянием, что и исходный. Легко показать, что порождающая матрица 
[image: image297.wmf]G

¢

 укороченного кода получается из канонической матрицы 
[image: image298.wmf]G

 исходного удалением из нее первых 
[image: image299.wmf]l

 строк и столбцов.


Пример 6.7.2. Обратившись к канонической порождающей матрице (7,4) кода Хэмминга примера 6.6.1, после удаления первых двух столбцов и строк получаем каноническую порождающую матрицу (5,2) кода вида:
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Очевидно, что, как и исходный, укороченный код исправляет любую однократную ошибку.

6.8. Ортогональные, симплексные и Рида-Маллера коды.


Ортогональные коды.


Обратимся вновь к алгоритму построения кода Хэмминга, описанному в 6.6, и построим матрицу, столбцы которой представляют собой все [image: image301.wmf]m

 – разрядные двоичные числа (в том числе и нуль), расположенные в порядке их возрастания. Полученная таким образом [image: image302.wmf]m
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 матрица является порождающей матрицей [image: image303.wmf](
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 ортогонального кода длины 
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 информационными символами (а значит, с 
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 кодовыми словами). Очевидно, что веса всех ненулевых слов ортогонального кода одинаковы и равны 
[image: image307.wmf]2
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, следовательно, код длины 
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 имеет минимальное расстояние 
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. Это означает возможность исправлять все ошибки кратности до 
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 включительно и обнаруживать ошибки кратности 
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Основанием для подобного названия кода служит тот факт, что при замене двоичных 
[image: image312.wmf]{
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 символов кода на 
[image: image313.wmf]{
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 каждое кодовое слово становится одной из ортогональных функций Уолша.


Пример 6.8.1. Порождающая матрица (8,3) ортогонального кода, построенная согласно приведенному выше алгоритму, имеет вид:
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Непосредственным построением всех восьми кодовых слов легко убедиться, что вес любого ненулевого слова равен 4 и код способен исправлять не только любую однократную ошибку, но и обнаруживать любую двукратную.


Ортогональные коды находят достаточно широкое использование на практике: коды длины 
[image: image315.wmf]64
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 используются в системе мобильной связи второго поколения стандарта IS-95 для кодового разделения (в прямом канале) и помехоустойчивого кодирования информации (в обратном). В проектах (UMTS, cdma2000) систем мобильной связи третьего поколения планируется использовать более мощные ортогональный код длины 512.


Симплексные коды.


Учитывая тот факт, что первый символ всех слов ортогонального кода является нулевым, а значит, не несет никакой информации, существует возможность его исключения. Отражением этого шага является вычеркивание первого столбца в порождающей матрице ортогонального кода. В результате получаем порождающую матрицу 
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 симплексного кода (название обусловлено симплексными сигналами, в которые данный код трансформируется при замене алфавита 
[image: image317.wmf]}
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), которая связана с порождающей матрицей ортогонального кода следующим соотношением
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Данная модификация порождающей матрицы не изменяет значения кодового расстояния и исправляющей способности кода, так что 
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, однако приводит к незначительному возрастанию скорости кода за счет уменьшения на единицу его длины. Следует отметить, что с точки зрения исправляющей способности симплексные коды являются наилучшими при заданных значениях 
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. Так, согласно границе Плоткина (5.8)
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т.е. лежат на указанной границе.

Пример 6.8.2. Воспользовавшись результатами примера 6.8.1 и вычеркнув первый столбец матрицы 
[image: image324.wmf]G

 ортогонального кода, определяем порождающую матрицу симплексного (7,3) кода в виде:
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Замечание. Сравнение способов построения кодов Хэмминга и симплексных кодов наглядно демонстрирует, что проверочная матрица кода Хэмминга служит для симплексного кода порождающей матрицей и наоборот. Тогда, как следует из 6.4, названные коды являются дуальными.


Коды Рида-Маллера.


Осуществим отличное от предыдущего преобразование порождающей матрицы ортогонального кода, которое заключается в добавлении еще одной (
[image: image326.wmf]1
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–й) строки, состоящей из всех единиц. В результате подобной трансформации происходит удвоение числа кодовых слов, поскольку во вновь образуемый код будут входить не только слова исходного кода, но и их инверсии. Данная операция эквивалентна добавлению к ортогональному коду слова, состоящего из одних только единиц. Итогом применения данного алгоритма является построение кода, называемого кодом Рида-Маллера первого порядка, порождающая матрица которого связана с аналогичной матрицей ортогонального кода соотношением:
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Код Рида-Маллера состоит из 
[image: image328.wmf]n
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 слов длины 
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, каждое из которых содержит 
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 информационных символов. Минимальное расстояние и исправляющая способность нового кода не отличается от ортогонального кода той же длины, т.е. 
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. Однако, благодаря большей скорости, код Рида–Маллера, как и симплексный код, оказывается оптимальным, т.е. удовлетворяющим границе Плоткина
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Пример 6.8.3. Добавляя строку из всех единиц к порождающей матрице (8.3) ортогонального кода, полученную в примере 6.8.1, получаем порождающую матрицу (8,4) кода Рида-Маллера
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состоящего из 16 слов и имеющего кодовое расстояние 
[image: image334.wmf]4
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В отличие от высокоскоростных кодов Хэмминга, скорость которых асимптотически 
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 стремится к единице, рассмотренные в этом параграфе коды являются низкоскоростными, т.е. с увеличением длины их скорость имеет тенденцию к уменьшению, стремясь к нулю в асимптотическом случае. С другой стороны, коды Хэмминга обладают более чем скромной корректирующей способностью по сравнению с рассмотренными кодами. В таблице 6.5 представлены параметры первых пяти симплексных и Рида-Маллера кодов, служащих иллюстрацией ранее сделанным утверждениям.


Таблица 6.5

	Тип кода
	m
	3
	4
	5
	6
	7
	…

	
	n
	7
	15
	31
	63
	127
	…

	Симплексный
	k
	3
	4
	5
	6
	7
	…

	
	R=k/n
	3/7
	4/15
	5/31
	6/63
	7/127
	…

	
	d
	4
	8
	16
	32
	64
	…

	
	n
	8
	16
	32
	64
	128
	…

	Рида-Маллера
	k
	4
	5
	6
	7
	8
	…

	
	R=k/n
	4/8
	5/16
	6/32
	7/64
	8/128
	…

	
	d
	4
	8
	16
	32
	64
	…


6.9. Стандартное расположение. Синдромное декодирование линейных кодов.


Одной из основных причин большой популярности линейных кодов служит возможность применения метода декодирования по минимуму расстояния в особой форме, а не путем непосредственного вычисления расстояния Хэмминга между принятой последовательностью 
[image: image336.wmf]Y

 и всеми кодовыми словами, что позволяет построить декодер с минимальными аппаратными или временными затратами. Для лучшего понимания достоинств предлагаемого метода первоначально рассмотрим декодер, непосредственно реализующий декодирование по минимуму хэммингова расстояния.


Пусть по ДСК передается одно из возможных двоичных слов 
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 кода, тогда наблюдаемая последовательность символов может быть представлена в виде:
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где 
[image: image340.wmf]E

 – вектор ошибки, содержащий единицы на позициях, отвечающих искаженным символам кодового слова, и нули – неискаженным. Реализация прямого метода декодирования по минимуму расстояния предполагает предварительное создание таблицы, содержащей все 
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 возможные варианты вектора наблюдений 
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, т.е. определенным образом распределение всех векторов пространства размерности 
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. Заполнение таблицы осуществляется следующим образом (см. таблицу 6.6). Первая строка содержит все кодовые вектора 
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. Из оставшихся векторов линейного пространства выбирается некоторое слово, лежащее на расстоянии, равном единице, от нулевого кодового слова. Обозначив его через 
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На следующем шаге заполнения таблицы выбирается другой вектор 
[image: image347.wmf]2
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, также отличающийся от нулевого в одном символе, и производится запись в третью строку таблицы векторов вида
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Аналогичным образом осуществляется заполнение и остальных строк, причем в качестве образующего вектора берется такой, который является ближайшим к нулевому и отсутствует в предыдущих строках таблицы. Пусть, например, на 
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Процедура заполнения завершится тогда, когда после 
[image: image353.wmf]l

-го шага не останется ни одного вектора, не вошедшего в таблицу. Таблица слов, составленная подобным образом, получила наименование стандартного расположения.


Таблица 6.6
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Горизонтальная черта, проведенная в таблице 6.6, учитывает кодовое расстояние 
[image: image394.wmf]d

, присущее коду. Если исправляющая способность кода велика, то вполне вероятно, что заполнение таблицы будет завершено до превышения кодового расстояния. Если же 
[image: image395.wmf]d

 незначительно, горизонтальная черта отделяет вектора, отличающиеся от кодовых в 
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 позициях. Оставшиеся же вектора линейного пространства сопоставляются ближайшему, но отчасти произвольному кодовому слову.


Существуют два основных класса декодеров, использующих стандартное расположение: полные и неполные декодеры. Полный декодер всегда сопоставляет наблюдаемой последовательности ближайшее кодовое слово, что достигается определением столбца стандартного расположения, в котором находится вектор наблюдения, а затем выбирается кодовое слово в его верхней позиции. Неполный декодер, аналогично полному, может сопоставить принятой последовательности кодовое слово, но только тогда, когда принятая комбинация лежит выше горизонтальной линии. В противном случае принимается решение об отказе от декодирования, поскольку в принятой комбинации содержится более 
[image: image397.wmf]t

 ошибок.


Пример 6.9.1. Обратимся к (5,2) линейному коду, рассмотренному в примере 6.7.2. Данный код состоит из четырех слов: {00000, 10110, 01101 и 11011} и способен исправить любую однократную ошибку. Таблица 6.7 содержит все различные слова пространства размерности 5 в соответствии со стандартным расположением. Вектора, отличающиеся от кодовых более чем в 
[image: image398.wmf]1
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 позиции, отделены горизонтальной чертой.

Таблица 6.7

	00000
	10110
	01101
	11011

	00001
	10111
	01100
	11010

	00010
	10100
	01111
	11001

	00100
	10010
	01001
	11111

	01000
	11110
	00101
	10011

	10000
	00110
	11101
	01011                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                         

	00011
	10101
	01110
	11000

	01010
	11100
	00111
	10001



Очевидно, ценность стандартного расположения для процедуры декодирования относительна, поскольку для мощных кодов с большими значениями 
[image: image399.wmf]k
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 запоминание подобной таблицы потребует значительного объема памяти. Иллюстрацией последнего может служить пример 6.9.2.


Пример 6.9.2. Для декодирования с помощью стандартного расположения (32,26) кода Хэмминга, используемого в СРНС GPS NAVSTAR, требуется 17 Гбайт памяти. При использовании быстродействующего микропроцессора со временем обращения к памяти, равным 100 нСек, процедура декодирования может занять до 429 сек, тогда как обновление информации осуществляется со скоростью 1 слово/сек.


Процедуру декодирования можно значительно упростить, используя такое понятие, как синдром. Под синдромом понимается 
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где 
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 – проверочная матрица 
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 линейного кода, а 
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 – вектор наблюдения, получаемый согласно (6.10). Очевидно, что для любого двоичного кода существует 
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 различных значений синдрома 
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Учитывая (6.10), расстояние между вектором наблюдения и кодовым словом определятся соотношением
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Тогда декодированию по правилу минимума расстояния можно придать следующую интерпретацию: для декодирования 
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 необходимо найти вектор ошибки 
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 минимального веса 
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 дает оценку кодового вектора: т.е. 
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. Ключевую роль в указанном варианте декодирования играет синдром, что и определило его название – синдромное декодировании.


Поскольку размерность вектора синдрома 
[image: image413.wmf])

(

k

n

-

, а вектора ошибки – 
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, то одному и тому же значению 
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 могут отвечать различные конфигурации 
[image: image416.wmf]E

.


Лемма 6.9.1. Любые два различных вектора ошибок 
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 и 
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 отвечают одному и тому же значению синдрома, если их разность дает кодовое слово, т.е. 
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Доказательство. Пусть 
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 получаем, что с учетом (6.10) и (6.6) 
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Из леммы 6.9.1 непосредственно следует, что одному и тому же значению синдрома соответствуют ровно 
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 векторов ошибок.


Определение 6.9.1. Множество векторов ошибок, соответствующих одному и тому же синдрому, называется смежным классом.


Очевидно, что число смежных классов и различных значений синдрома совпадает и равно 
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Определение 6.9.2. Вектор ошибок в смежном классе, обладающий минимальным весом, называется лидером.


Замечание. На основании приведенных определений таблица стандартного расположения может трактоваться как таблица разбиения векторов ошибки на смежные классы, причем лидеры последних расположены в первом столбце.


Следовательно, вычисление синдрома позволяет определить вектор ошибки 
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 с точностью до смежного класса, а значит сократить число конкурирующих гипотез в 
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 раз. Выбор же в качестве оценочного значения вектора 
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 лидера этого класса завершает процедуру нахождения 
[image: image430.wmf]E

 минимального веса. Таким образом, для декодирования вектора наблюдения 
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 достаточно иметь заранее вычисленную таблицу соответствия между значениями синдрома и лидерами смежных классов, содержащую 
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 записей. Ясно, что объем памяти, необходимой для содержания указанной таблицы, значительно меньше, чем в случае запоминания таблицы стандартного расположения (требует хранения 
[image: image433.wmf]n
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слов) либо множества кодовых слов (
[image: image434.wmf]k
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 записей), которые необходимы для прямой реализации декодирования по минимуму расстояния. В частности, объем памяти, потребной для выполнения синдромного декодирования в условиях примера 6.9.2, составляет всего 
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 байта. Более того, для двоичного кода Хэмминга таблица декодирования вообще не нужна, поскольку, учитывая метод построения его проверочной матрицы, вычисленное значение синдрома непосредственно дает номер позиции искаженного символа в двоичном представлении.


Окончательно, метод синдромного декодирования предполагает последовательное осуществление следующих операций:


– для вектора наблюдений 
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 вычисляется синдром 
[image: image437.wmf]T
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– для вычисленного значений синдрома в таблице лидеров смежных классов находится оценка вектора ошибки 
[image: image438.wmf]E
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;


– вычитание из 
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 вектора 
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 позволяет получить оценку кодового вектора в виде 
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Проиллюстрируем действие этого алгоритма для кода, рассмотренного в примере 6.7.2.


Пример 6.9.3. Каноническая проверочная матрица линейного (5,2) кода из примера 6.7.2 имеет вид
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Тогда с учетом примера 6.9.1 можно определить значения лидеров смежных классов и соответствующих им синдромов, которые сведены в таблицу 6.8.

	Таблица 6.8
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	110
	011
	111



Пусть передавалось кодовое слово 
[image: image445.wmf])
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. В результате действия помех на приемной стороне наблюдателю стал доступен вектор 
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. Декодер осуществляет следующую последовательность операций:


1. Вычисление синдрома:
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2. По вычисленному значению синдрома из табл. 6.8. находится лидер смежного класса – 
[image: image448.wmf])

10000

(

ˆ

=

E

.


3. Осуществляется процедура декодирования вектора наблюдения 
[image: image449.wmf]Y
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где учтено, что поэлементное вычитание осуществляется по модулю 2.


В заключение следует отметить, что работа устройства, реализующего алгоритм синдромного декодирования, не лишена возможных ошибок. Последнее обусловлено тем, что одному и тому же значению синдрома отвечают ошибки разной конфигурации. Декодер же «настроен» на исправление наиболее вероятной ошибки, т.е. ошибки с малым весом (или малой кратности). Если же произойдет ошибка большей кратности, чем та, на которую рассчитан код, декодер вынесет неправильное решение. Так, в условиях примера 6.9.3 значению синдрома 
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 отвечает не только вектор ошибки вида 
[image: image452.wmf])

10000

(

=

E

, но и 
[image: image453.wmf])

00110

(

=

E

. Если фактически происшедшая ошибка соответствует вектору 
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, то на приемной стороне будет принят вектор 
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. На основании вычисленного синдрома декодер примет решение, что произошла ошибка вида 
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, и значит, было передано слово 
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, что не соответствует действительности. Как видно, декодер не только не исправил ошибок, но и внес еще одну дополнительно.
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