Тема 9. Коды Рида–Соломона (РС).


В настоящее время коды Рида–Соломона находит чрезвычайно широкое распространение в связи, хранения данных и компьютерных технологий. В двоичном варианте они характеризуются умеренной стойкостью в отношении независимых битовых ошибок, но являются чрезвычайно мощными как по отношению к пакетам ошибок, так и обнаружению ошибок, находящихся на расстоянии, превышающем исправляющую способность, что превращает их в очень привлекательное средство для использования в беспроводных каналах с замираниями и устройствах хранения информации, подверженных механическим повреждениям (CD, DVD, магнитных записей и т.п.).

9.1. Порождающие полиномы кодов Рида–Соломона.

Если при построении порождающего полинома 
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 то получившийся полином окажется недвоичным. Вследствие этого и код, порождаемый им, также окажется недвоичным, поскольку символы кода будут принадлежать расширенному полю 
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[image: image5.wmf])

(

z

g

 во множество двоичных полиномов и не имеет никакого отношения к достижению предсказанного теоремой кодового расстояния. Другими словами, 
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называемый кодом Рида–Соломона, или просто РС–кодом, полностью удовлетворяет условиям теоремы 8.5.1, и поэтому обладает кодовым расстоянием, равным 
[image: image9.wmf]1

+

³

s

d

. Длина указанного кода составляет 
[image: image10.wmf]1

2

1

-

=

-

=

m

q

n

 
[image: image11.wmf]q

–ичных (не двоичных) символов, а поскольку степень порождающего полинома в точности равна 
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причем на величину 
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 накладывается единственное ограничение: увеличение 
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 на единицу приводит к уменьшению 
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 на ту же величину.

Опираясь на достижимость границы Синглтона, РС–коды являются оптимальными с точки зрения величины кодового расстояния среди всех 
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Очевидно, что любой 
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, и среди двоичных кодов подобный код не считается хорошим с точки зрения исправления случайных ошибок. Вместе с тем он чрезвычайно эффективен в борьбе с т. н. «пакетами ошибок»: если подобный пакет исказит 
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 раз большее число двоичных. Однако благодаря своей исправляющей способности РС–код может исправить любую ошибку кратности до 
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 включительно, а значит, его двоичный эквивалент способен исправлять любой пакет ошибок длиной до 
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 двоичных символов.

Пример 9.1.1. Найдем порождающий многочлен восьмеричного РС–кода длины 
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, исправляющего все однократные и двукратные ошибки. Подобный код должен обладать кодовым расстоянием 
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, построено в примере 8.2.5 на основе полинома 
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Восьмеричный кодовый вектор, отвечающий этому кодовому полиному, представим в виде
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 и имеет вес, равный 5. Вновь обратившись к примеру 8.2.5 и представив элементы поля 
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После построения РС–кода длины 
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В заключение коснемся процедуры выбора корней в БЧХ–конструкции. Легко убедиться, что если в теореме о БЧХ–кодах выбрать серию последовательных корней не с элемента 
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, то результат останется прежним. Следовательно, порождающий полином РС–кода может быть записан в виде
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В некоторых случаях предпочтительным является выбор не 
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Пример 9.1.2. Для построения (204,188) РС–кода, используемого на физическом уровне стандарта DVB-T необходимо взять примитивный полином 
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[image: image70.wmf]57

1

7

8

=

+

´

=

b

.

Ясная и строгая алгебраическая структура РС–кодов предоставляет возможность реализации эффективных алгебраических алгоритмов декодирования, существование которых обосновывает еще одно достоинство этого класса кодов. В оставшейся части данной главы введем в рассмотрение и обсудим процедуру алгебраического декодирования РС–кодов.

9.2. Преобразование Фурье в конечных полях.


Наиболее прозрачное объяснение процедуры декодирования РС–кодов может быть дано в терминах гармонического анализа. Для понимания его особенностей в конечных полях первоначально вспомним основы обычного дискретного преобразования Фурье (ДПФ). Если 
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 в частотной области (спектр) вычисляется с помощью прямого ДПФ:
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Ядром преобразования Фурье является 
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В конечном поле 
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Рассмотрим некоторый вектор 
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Соотношение (9.6) может быть обращено как:
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что демонстрирует полное совпадение (9.6)–(9.7) соотношениям (9.4)–(9.5), которые отвечают вещественным или комплексным сигналам. Следовательно, вектор 
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Преобразование Фурье обладает рядом замечательных свойств, которые переносятся и на случай преобразования в конечных полях.


Теорема 9.2.1 (Теорема о свертке). Пусть 
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где двойные скобки означают, что индекс вычисляется с использованием арифметики по модулю n.


Доказательство: Вычислим преобразование Фурье для вектора 
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Можно сформулировать и обратную теорему, поменяв местами временную и частотную области.


Теорема 9.2.2. Пусть 
[image: image106.wmf]W

V

U

~

и

~

,

~

 – частотные последовательности, причем 
[image: image107.wmf]1

,

,

1

,

0

,

~

~

~

-

=

=

n

k

v

u

w

k

k

k

K

. Тогда компоненты вектора 
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где двойные скобки означают, что индекс вычисляется по модулю n.


Отметим также, что выбор 
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Теорема 9.2.3 (Свойство сдвига). Если последовательности 
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 являются парой преобразования Фурье, то парами преобразований Фурье являются также 
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Доказательство осуществляется непосредственной подстановкой.

9.3. Спектральное описание РС–кодов.
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Пример 9.3.1. Нулевое спектральное окно (255,191) РС–кода, используемого на транспортном уровне DVB-H стандарта, имеет ширину, равную 
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9.4. Декодирование РС–кодов в частотной области.


При декодировании РС–кодов в качестве синдрома может быть использовано «пустое» для всех слов РС–кода спектральное окно шириной s. Действительно, если наблюдение 
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и «нулевое окно» охватывает частоты 
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Таким образом, первой операцией, выполняемой при декодировании в частотной области, является вычисление компонент синдрома на частотах, лежащих внутри нулевого окна, в виде прямого ДПФ компонент наблюдения:
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Все последующие шаги процедуры декодирования направлены на экстраполяцию спектра ошибок, определенного в пределах нулевого окна, на всю частотную область. Это оказывается возможным, если только фактическое число ошибочных символов ( не превосходит исправляющей способности РС–кода: 
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Пусть 
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 обозначают позиции ненулевых символов в векторе ошибок:
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Поскольку 
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 – примитивный элемент поля 
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(9.9)

Очевидно, что все величины, обратные локаторам ошибок 
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Поскольку 
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или, учитывая, что 
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(9.10)
в котором знак «минус» может быть опущен в случае полей 
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. Полученный результат играет чрезвычайно важное значение, показывая, что ДПФ компоненты вектора ошибок образуют линейную рекуррентную последовательность памяти (, величина которой в точности равна числу ошибочных символов. Следовательно, как только станут известными значения ( и коэффициентов полинома локаторов ошибок 
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Теорема 9.4.1. Величина памяти ( рекурсии спектральных компонент вектора ошибок, где ( – истинное число ошибочных символов, как минимум, равна единице.

В зависимости от кратности исправляемых ошибок используются различные алгоритмы определения значения памяти ν и коэффициентов 
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. В том случае, когда РС–код ориентирован на исправление ошибок большой кратности, эффективным оказывается метод Берлекэмпа–Месси, основой целью которого служит нахождение структуры обычного регистра сдвига с линейной обратной связью (LFSR), генерирующего линейную рекуррентную последовательность 
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Алгоритм Берлекэмпа–Месси представляет собой итеративную процедуру, начинающуюся со значения 
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. Если регистр, построенный на предыдущем шаге итераций, способен сформировать указанную последовательность, алгоритм прямо переходит к следующему шагу итераций. В противном случае, перед переходом осуществляется пересчет коэффициентов и, если необходимо, увеличивается значение памяти.

Если же РС–код рассчитан на исправление ошибок малой кратности, то используется метод Питерсона–Горенстейна–Цирлера, основу которого составляет следующая теорема.

Составим матрицу размерности 
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Теорема 9.4.2. Матрица 
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 является вырожденной, если ее порядок 
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На основании данной теоремы приходим к следующей процедуре декодирования:


1. Вычисление компонентов синдрома 
[image: image188.wmf]1

1

0

,

,

,

-

s

E

E

E

K

 с помощью прямого ДПФ (9.8) вектора наблюдений 
[image: image189.wmf]Y

 в пределах нулевого окна;

2. Формирование матрицы 
[image: image190.wmf]m

M

, начиная с 
[image: image191.wmf]t

=

m

 и уменьшение значения ( на единицу всякий раз, когда 
[image: image192.wmf]m

M

 оказывается вырожденной. Если же 
[image: image193.wmf]m

M

 – не вырождена, то становится известным величина (.


3. При известном значении ( с помощью рекурсии (9.10) составляется линейная система из ( уравнений с 
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(9.11)
в которой используются вычисленные на первом этапе компоненты синдрома 
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. Решение системы уравнений (9.11)
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дает коэффициенты полинома локаторов ошибок, т.е. коэффициенты рекурсии спектра ошибок.

4. С помощью рекурсии (9.10) восстанавливается весь спектр ошибок

[image: image202.wmf]1

,

,

1

,

,

1

-

+

n

n

=

L

-

=

å

n

=

-

n

k

E

E

i

i

k

i

k

K

.


5. Осуществляется обратное ДПФ
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для получения оценки вектора ошибок 
[image: image204.wmf])
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6. Вычитание (суммирование в случае 
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 дает оценку принятого кодового слова: 
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Процедура декодирования завершается одним из трех возможных исходов:

· если фактическое число ошибок не превышает исправляющей способности кода 
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, то процедура завершается правильным декодированием;
· если фактическое число ошибок превосходит исправляющую способность кода t (
[image: image210.wmf]t

>

n

), а наблюдение расположено на расстоянии меньшем t от некоторого другого кодового слова 
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, то принимается решение о приеме этого ошибочного слова без возможности установления этой ситуации (неправильное декодирование);
· [image: image323.wmf]3
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Если 
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, но отсутствует кодовое слово на расстоянии меньшем t от наблюдения, то декодер (учитывая, что значение синдрома не нулевое и отсутствует возможность ассоциирования наблюдения с тем или иным кодовым словом) сигнализирует, что произошла обнаруживаемая, но не исправляемая ошибка (обнаружение ошибки).

Геометрическая интерпретация указанных трех ситуаций представлена на рис. 9.3, на котором вектора 
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 и 
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 отвечают истинному и ложному кодовым словам соответственно, а индексация вектора наблюдений произведена в соответствии с порядком приведенных выше исходов декодирования.

Пример 9.4.1. Рассмотрим (7,3) РС–код из примера 9.1.1, использующий конструкцию поля 
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 (см. пример 8.2.5), т.е. с помощью примитивного элемента, удовлетворяющего соотношению 
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 и, значит, код исправляет любые ошибки кратности один и два. Пусть вектор наблюдения задан в виде 
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Первоначально вычислим значения компонентов синдрома 
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 с помощью прямого ДПФ (9.8) вектора наблюдений 
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 в пределах нулевого окна, т.е. на частотах 
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Составим матрицу 
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 размерности (2(2):
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которая обладает определителем 
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, т.е. является вырожденной. Тогда перейдем к построению матрицы на единицу меньшей размерности: 
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, которая явно является невырожденной и, значит, 
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Таким образом, линейная система состоит только из одного уравнения вида: 
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. В итоге приходим к рекурсии вида 
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Восстановив с помощью рекурсии весь спектр ошибки:
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видно, что первые четыре компонента спектра совпадают с компонентами синдрома. Затем осуществляем обратное ДПФ, которое приводит к следующему результату
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Так, например:
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Таким образом, оценка вектора ошибки 
[image: image245.wmf])

0

,

0

,

,

0

,

0

,

0

,

0

(

ˆ

V

=

E

 содержит единственный ненулевой элемент ( на четвертой позиции (при начале индексации с нуля) и нулевые элементы на всех остальных. Так что на выходе декодера появится решение о приеме сигнала 
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 или в виде полинома 
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. Не составляет труда убедиться, что полученный вектор является словом РС–кода (например, проверить, что его синдром равен нулю):
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Пример 9.4.2. В условиях предыдущего примера предположим, что вектор наблюдения 
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. Тогда компоненты синдрома принимают следующие значения 
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 и 
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оказывается вырожденной: 
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, т.е. рекурсия определяется соотношением 
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. Данная рекурсия не позволяет воспроизвести компонент синдрома 
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, что означает превышение числа искаженных символов исправляющей способности кода, однако декодер обнаружил ошибку и просигнализировал об этом (третья ситуация, описанная выше).
9.5. Исправление стираний.


На практике возможны сценарии, когда процедуре декодирования предшествует тем или иным образом реализуемая операция обнаружения ( искаженных символов, которые затем подвергаются стиранию. Полагая, что не стертые символы гарантированно являются неискаженными, оказываемся в ситуации, при которой локаторы ошибок (стирания) 
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, а, значит, и коэффициенты рекурсии 
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Затем, подставив вместо искаженных некоторые произвольные символы и вычислив после этого компоненты синдрома 
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, можно, как обычно, выполнить экстраполяцию спектра ошибок
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Последующие операции ничем не отличаются от рассмотренных ранее: нахождение вектора ошибок с помощью обратного ДПФ и вычитание его из модифицированного наблюдения, получаемого путем замены искаженных символов на некоторые произвольные. Легко убедиться, что подобное исправление стираний возможно только тогда, когда число стираемых символов 
[image: image266.wmf]1
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, что находится в полном соответствии с концепцией кодового расстояния.
9.6. Исправление пакетов ошибок.
9.6.1. Каналы с памятью и пакеты ошибок.

Рассмотренные ранее положения теории помехоустойчивого кодирования были ориентированы на каналы без памяти, в которых ошибки в соседних переданных символах происходят независимо друг от друга (единственное исключение имело место при двоичном представлении РС–кодов). Между тем большинство реальных каналов могут быть описаны только с привлечением модели канала с памятью, характерной чертой которых является группирование ошибок, т.е. нарушается условие их независимости. Магнитная лента (или диск) и записывающий компакт-диск подвержены механическим повреждениям, размер которых обычно превосходит участок, отводимый записи единичного символа, что приводит к возникновению ошибочного кластера. Другим примером канала с памятью может служить канал распространения в системах мобильной связи: сравнительно медленное изменение условий распространения сигнала, обусловленное относительным движением передатчика и приемника, различные препятствия на пути распространения и эффекты многолучевости приводят к группированию ошибок в пакеты.


Пакетом ошибок длины 
[image: image267.wmf]b

 называется любая последовательность из 
[image: image268.wmf]b

 символов, первый и последний символы которой равны единице.


Очевидно, что если имеется некоторый блоковый код с корректирующей способностью, равной 
[image: image269.wmf]t

, то он, по определению, способен исправить любой пакет ошибок длины 
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. Более содержательной является задача, состоящая в выяснении возможности исправления пакета ошибок, длина которого 
[image: image271.wmf]b

, превышает число исправляемых независимых случайных ошибок 
[image: image272.wmf])
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, используя тот факт, что пакет образует специфическую модель ошибок. Краткому обсуждению данной проблемы и посвящены следующие два пункта.

9.6.2. Коды, исправляющие пакеты ошибок.


Известен ряд кодов, которые наравне с исправлением 
[image: image273.wmf]t

 ошибок произвольной конфигурации способны корректировать ошибки значительно большей кратности при условии, что они сгруппированы в пакеты. Необходимое условие существования линейного кода, способного исправлять пакеты ошибок длиной 
[image: image274.wmf]b

 и менее, устанавливается теоремой, называемой границей Рейгера, которая определяет минимальное число проверочных символов в коде.


Теорема 9.6.1. Любой линейный блоковый код, исправляющий все пакеты длиной 
[image: image275.wmf]b

 и менее, должен содержать, по крайней мере
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проверочных символов.


На первый взгляд данная граница совпадает с границей Синглтона (6.8), однако это только внешнее сходство, поскольку она имеет отношение к специфическим моделям ошибок (пакетам) и доказывается особым образом.


Наглядным примером кода, обладающим значительной способностью исправления пакетов ошибок, служит РС–код в двоичном представлении. Исходный 
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 РС–код, имеющий длину 
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–ичных символов и содержащий 
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–ичных информационных символов, является оптимальным в смысле границы Синглтона, т.е. имеющим максимально возможное кодовое расстояние 
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 среди всех 
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–ичных кодов с заданными 
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. Однако после отображения этого кода в двоичный путем замены 
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–ичных символов их 
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–разрядными двоичными числами вновь образованный код характеризуется тем же кодовым расстоянием 
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 раз большей длиной 
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 и количеством информационных символов 
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, выраженных в числе двоичных символов. В результате способность двоичной версии РС–кода исправлять случайные ошибки может быть оценена как
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что значительно уступает границе (6.8) для любого 
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. Вместе с тем, полученный код обладает хорошей способностью к исправлению пакетов ошибок. Объяснение этому факту дает иллюстрация, представленная на рис. 9.4, которая отражает ситуацию, когда пакет из 
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 двоичных символов затрагивает последовательно 
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 или менее 
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–ичных символов, т.е. 
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 блоков, каждый из которых содержит 
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 или менее (для крайних) двоичных символов. (рис. 9.4 отвечает случаю 
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). Тогда, учитывая исправляющую способность исходного кода, будут исправлены указанные 
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–ичных ошибок. Последнее означает, что удается исправить пакет ошибок длины 
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 и менее, выраженной в числе двоичных символов. Если число проверочных символов РС–кода достаточно велико 
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, и, значит, двоичная версия РС–кода, будучи достаточно слабой в отношении случайных ошибок, оказывается близкой к оптимальной (в смысле границы Рейгера) в исправлении пакетов ошибок. Вследствие этого РС–коды рассматриваются в качестве предпочтительного варианта для использования в каналах с группированием ошибок.
9.6.3. Перемежение.


Альтернативным способом борьбы с пакетами ошибок случит операция перемежения (чередования) символов кода. Под чередованием понимается процедура, направленная на рассеяние во времени пакета ошибок, т.е. приближение к модели ошибок, в которой они являются независимыми, одиночными и случайно распределенными. Как правило, устройства перемежения реализуются в одном из двух вариантов – блочном или сверточном. Оба указанных типа перемежителей находят широкое применение как в сочетании с блоковыми, так и сверточными кодами. Для понимания сущности операции перемежения кодовых символов рассмотрим простейший вариант реализации устройства блокового перемежения. Предположим, что используется блоковый код длины 
[image: image305.wmf]n

, исправляющий ошибки кратности 
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 включительно. Разделим поток кодированных символов на кадры, содержащие 
[image: image307.wmf]B

 кодовых слов (или, что то же самое, 
[image: image308.wmf]nB

 символов) каждый. Изменим порядок следования символов в пределах каждого кадра путем образования 
[image: image309.wmf]n

 последовательных блоков из 
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 символов, в которых первый блок содержит первые символы всех 
[image: image311.wmf]B

 кодовых слов, второй блок – вторые символы кодовых слов и т.д. Переупорядоченный подобным образом поток символов передается по каналу связи.

На приемной стороне осуществляется обратная операция – деперемежение – и, тем самым, восстанавливается исходный порядок следования символов. Предположим, что при распространении по каналу на передаваемый поток данных воздействует пакет из 
[image: image312.wmf]b

 ошибочных символов. Тогда после операции деперемежения все ошибочные символы будут единообразно распределены между 
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 кодовыми словами. Если к тому же в каждое кодовое слово попадет не более 
[image: image314.wmf]t

 ошибок, то все они будут успешно исправлены вследствие корректирующей способности применяемого блокового кода. Значит, блоковое перемежение с длиной кадра в 
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 кодовых слов позволяет исправлять пакеты ошибок длиной вплоть до 
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 включительно.
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Обсужденная процедура исправления пакета ошибок поясняется на примере блокового перемежения кода Хэмминга длины 
[image: image317.wmf]7
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 с величиной кадра 
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, представленном на рис. 9.5. Как видно, код, исправляющий любую однократную ошибку, после перемежения способен исправить любой пакет длины 3.

Практическая реализация процедуры перемежения осуществляется следующим образом. Кодированный поток данных предварительно построчно записывается в матрицу памяти размером 
[image: image319.wmf]B

 строк и 
[image: image320.wmf]n

 столбцов, а затем считывается по столбцам, иллюстрацией чему служит рис. 9.6. Ясно, что операция деперемежения производится в обратном порядке.


Способность исправлять пакеты ошибок в результате операции перемежения достигается в обмен не только на аппаратурное усложнение, но и появление дополнительной временной задержки в передаче данных, равной
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в числе временных интервалов двоичных символов.


Перемежение, как способ борьбы с пакетами ошибок, находит широкое применение в современных телекоммуникационных системах. Достаточно упомянуть мобильные системы радиосвязи 2–го поколения стандартов GSM и IS–95, в которых данная процедура использу[image: image326.wmf]u

ется в комбинации со сверточным канальным кодированием. Очевидно, что и в системах 3–го поколения перемежение также сохранит свою значительную роль.
9.7. Заключение (Примеры практического использования).

РС–коды нашли широкое применение в современных цифровых информационных системах. Вот только несколько показательных примеров их практической реализации:

· (255,223) код, используемый НАСА в стандарте линий связи с глубоким космосом;

· (204,188) код в DVB-T, определяемый спецификацией физического уровня;

· (255,191) код, принятый ETSI в качестве транспортного уровня стандарта DVB-H;

· (15,3) код вторичной синхронизации стандарта UMTS;

· кодовые последовательности широкополосных систем с прыгающей частотой;

· (208,192) и (182,172) коды в DVD стандарте;

· матричные (двумерные) штриховые коды в оптических считывателях (Ацтек-коды и пр.);

· (32,28) и (28,24) коды, используемые в стандарте CD.
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Рис. 9.3 Иллюстрация завершения процедуры декодирования.





Рис. 9.2 Блок-схема линейного регистра с обратной связью.
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Рис. 9.4.
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m двоичных символов= одному q-ичному





Пакет из b двоичных символов поражает t=4 q-ичных символов





Рис. 9.1 Вид спектра слов РС-кода.
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