Тема 4. Информационная емкость некоторых каналов связи.

4.1. Информационная емкость дискретного канала без памяти.

Пусть, как и ранее, на вход дискретного канала без памяти (ДКБП) поступает последовательность символов 
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где в стационарном случае 
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Ансамбли входных 
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и свойству (3.10) не убывания энтропии с ростом объема наблюдений
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С другой стороны, при заданных входных символах 
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 ДКБП независимы и в силу аддитивности энтропии
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Таким образом, 
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, откуда в соответствии с определением (3.16) следует верхняя граница информационной емкости ДКБП
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где учтено, что 
[image: image32.wmf](

)

Y

X

I

;

 определяется лишь статистикой 
[image: image33.wmf])

(

X

p

 отдельного символа.


Убедимся, что равенство в (4.2) достигается тогда, когда ансамбли 
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Как и утверждалось, независимость символов входной последовательности гарантирует независимость символов выходной, а значит, совпадение всех условных энтропий 
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а 
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, где учтено свойство симметрии взаимной информации. Поскольку 
[image: image45.wmf]å

Î

=

X

x

x

y

p

x

p

y

p

)

(

)

(

)

(

, то очевидно, что информационная емкость ДКБП при заданных входном и выходном алфавитах зависит только от символьной переходной вероятности 
[image: image46.wmf](

)

x

y

p

. Следовательно, для ДКБП имеет место задача максимизации количества 
[image: image47.wmf])

;

(

Y

X

I

 при заданных переходных вероятностях по всем распределениям вероятности 
[image: image48.wmf])

(

x

p

.

В случае произвольной модели ДКБП для подобной оптимизационной задачи не найдено явного аналитического решения. В то же время для обширного класса симметричных каналов данная задача, как правило, достаточно просто разрешается.

4.2. Информационная емкость двоичного симметричного канала без памяти.


Проиллюстрируем сказанное на примере ДСК без памяти (ДСКБП), задаваемого моделью, представленной на рис. 3.1, и описываемого переходными вероятностями
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Таким образом, условная энтропия 
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	Рис. 4.1.



Графики 
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4.3. Информационная емкость двоичного симметричного канала со стиранием.


Модель ДСК со стиранием описывается графом на рис. 3.2. Поскольку независимо от входного состояния условные вероятности выходных состояний образуют один и тот же набор 
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При прежнем обозначении 
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 вероятности нулевого символа на входе, безусловные вероятности выходных символов выразятся как
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Обозначим 
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Прибавляя и вычитая в правой части последнего соотношения величину 
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В последнем выражении от 
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 зависит только аргумент функции 
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При равновероятных входных символах условная энтропия выхода относительно входа определяется в виде
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Тогда информационной емкостью канала будет
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4.4. Непрерывный источник. Взаимная информация для непрерывных ансамблей. Относительная (дифференциальная) энтропия.


Рассматривавшиеся до сих пор дискретные ансамбли сообщений не исчерпывают всего многообразия вариантов, встречающихся на практике. Значительный интерес представляют и непрерывные ансамбли, которым посвящен настоящий параграф.
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Как уже упоминалось, в качестве модели непрерывного ансамбля в теории информации используется континуальное множество 
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	Рис. 4.2.


и далее, если потребуется, найти условные плотности вероятности 
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Для того чтобы воспользоваться ранее полученными результатами, удобно ввести в рассмотрение дискретные ансамбли 
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, полученные равномерной дискретизацией по уровню (квантованием) непрерывных ансамблей 
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Квантование по уровню заключается в замене значения 
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где последнее приближение справедливо при достаточно малом (.


Аналогично могут быть получены выражения для 
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При 
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Замечание. Практически все свойства средней взаимной информации являются общими для дискретных и непрерывных ансамблей. Единственное отличие состоит в том, что для непрерывных ансамблей не определена собственная информация и, следовательно, оказывается невозможным представление взаимной информации разностью энтропий. Однако можно ввести некоторые аналоги энтропий и в непрерывном случае, получив выражение, подобное (3.7). Для этого запишем выражение для энтропии ансамбля 
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С учетом того, что при 
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Таким образом, энтропия ансамбля 
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Однако, если в соответствии с (3.7) рассматривать взаимную информацию, как разность безусловной и условной энтропий, то слагаемые 
[image: image137.wmf]¥

L

, не зависящие от конкретного ансамбля, компенсируются и не влияют на результат. В связи с этим для характеристики непрерывных источников используют понятие относительной или дифференциальной энтропии.


Относительной (дифференциальной) энтропией непрерывного источника называется величина
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Аналогично соотношению (4.9) можно записать выражение и для условной относительной энтропии
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так что в согласии с (3.7) и (4.7)
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Несмотря на большую степень общности между относительной энтропией и энтропией дискретного источника у первой имеется некоторая специфика. Так, относительная энтропия может принимать не только положительные, но и отрицательные значения.


Пример 4.4.1. Пусть плотность вероятности для некоторого непрерывного ансамбля равномерна на отрезке 
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Тогда относительная энтропия этого ансамбля
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Как видно, при 
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Пример 4.4.2. Пусть плотность вероятности для непрерывного ансамбля распределена по нормальному (гауссовскому) закону с нулевым средним и дисперсией 
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Тогда
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поскольку 
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. Очевидно, что, как и в примере 4.4.1, относительная энтропия может быть как положительной, так и отрицательной в зависимости от значения дисперсии.

Можно задаться вопросом, на каких распределениях 
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Теорема 4.4.1. (Задача с ограничением на пиковую мощность.) Для непрерывного ансамбля 
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 максимум дифференциальной энтропии достигается при равномерной плотности вероятности (4.12).


Доказательство. Рассмотрим разность 
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 ( дифференциальные энтропии при равномерном и произвольном распределении на интервале 
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что и требовалось доказать.


Теорема 4.4.2. (Задача с ограничением на среднюю мощность). Для непрерывного ансамбля 
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 с ограниченным средним квадратом 
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 максимум дифференциальной энтропии достигается при нормальном распределении (4.13).


Доказательство. Рассмотрим величину
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в силу условия нормировки и ограничения 
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С учетом этого неравенства и (4.14) разность относительных энтропий 
[image: image170.wmf])

(

Г

0

X

H

 и 
[image: image171.wmf])

(

0

X

H

 величин с гауссовским 
[image: image172.wmf])

(

Г

x

W

 и произвольным 
[image: image173.wmf])

(

x

W

 распределениями


[image: image174.wmf](

)

=

+

-

³

+

=

-

ò

ò

ò

¥

¥

-

¥

¥

-

¥

¥

-

dx

x

W

x

W

dx

x

W

x

W

dx

x

W

x

W

e

X

H

X

H

)

(

log

)

(

)

(

log

)

(

)

(

log

)

(

2

log

2

1

)

(

)

(

Г

2

0

Г

0

σ

π
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где последнее равенство следует из условия нормировки. В силу условия обращения логарифмического неравенства (1.5) в равенство этот результат и доказывает теорему.

4.5. Информационная емкость непрерывных каналов.


Пусть имеется канал, непрерывный по состоянию и дискретный по времени. Данный канал считается заданным, если определены n-мерные переходные плотности вероятности 
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 последовательностей, где надстрочный индекс, как и прежде, служит для обозначения дискретного времени. Рассмотрим непрерывный канал без памяти, для которого 
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 – непрерывные ансамбли входных и выходных символов.


Отличие рассматриваемой модели канала от ДКБП состоит лишь в непрерывности по состоянию, которое уже учтено определением средней взаимной информации для непрерывных ансамблей. Информационная же емкость, как и ранее, есть результат максимизации средней взаимной информации между входом и выходом по всем распределениям на входном алфавите:
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где согласно (4.11) 
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Пусть в канале действует аддитивный, независимый от входного сообщения шум, так что наблюдаемый на выходе отсчет у равен сумме входного 
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 и шумового z отсчетов: 
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Поскольку 
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Из этого соотношения совместно с (4.15) следует, что максимизация 
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Пусть 
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Предположим теперь, что шум в канале не только аддитивный, но и гауссовский. Тогда учитывая тот факт, что дифференциальная энтропия 
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 выходного отсчета y с ограниченным средним квадратом достигает максимума при гауссовском распределении y, следует, что при гауссовском шуме 
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 данное требование выполнится тогда и только тогда, когда входной отсчет x также подчиняется нормальному закону. Поскольку в силу (4.14) энтропия гауссовской величины возрастает с увеличением среднего квадрата, максимизированная выходная энтропия
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Подставляя последнее соотношение совместно с вытекающим из (4.14) равенством
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в (4.16), придем к информационной емкости непрерывного по состоянию гауссовского канала с дискретным временем
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– соответственно средние мощности сигнала и шума.


Видно, что при 
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, что объясняется непрерывностью канала, означающей возможность вложения в один непрерывный отсчет сколь угодно большого объема информации.


Рассмотренная модель канала предполагала наблюдение входных и выходных колебаний только в дискретные моменты времени. В приложении к непрерывному по времени каналу это означает, что исходные входной и выходной сигналы подвергаются временной дискретизации. Согласно теореме Котельникова, любая непрерывная функция времени со спектром, ограниченным верхней частотой 
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, может быть безошибочно представлена значениями своих отсчетов, взятых через интервал времени, не превышающий 
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 может быть без погрешностей заменен эквивалентным дискретным по времени, в котором отсчеты следуют с интервалом, не превышающим 
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Поскольку при таком соответствии количество информации 
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 на один входной символ дискретного канала приходится за время 
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Последнее соотношение, известное как формула Шеннона, свидетельствует, что существуют лишь два ресурса увеличения пропускной способности канала (а значит, и предельной скорости достоверной передачи информации): мощность сигнала 
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. Реальная практика проектирования СПИ всегда включает в себя поиск приемлемого баланса между ними, или, другими словами, обмена одного из них на другой. Так, повсеместно применяемое помехоустойчивое канальное кодирование, служащее инструментом сбережения передаваемой мощности, базируется на избыточности, т.е. расширении спектра передаваемого кодированного потока по сравнению с некодированной передачей.


Если спектральная плотность шума постоянна в полосе канала и равна 
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представляющей собой пропускную способность гауссовского канала с неограниченной полосой. Очевидно, что данная формула может быть использована для любого реального (ограниченного по полосе) канала, для которого выполняется условие 
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. Показательно, что формула (4.18) демонстрирует потенциальную возможность передачи данных с ненулевой скоростью при исчезающее малом отношении сигнал-шум по мощности в канале.

Вспомнив, что 
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 является максимальной теоретически возможной скоростью 
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 безошибочной передачи, определим количество бит/сек, которое может быть передано в 1 Гц полосы, как 
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демонстрирующая зависимость максимальной скорости в полосе 1 Гц от отношения сигнал-шум 
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Рис. 4.3.








1 Этот результат справедлив для любых симметричных каналов.
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